Л 7. Числовой ряд и его сходимость. Необходимый признак сходимости ряда. Признаки сравнения. 
Понятия числового ряда и его суммы. Знакоположительные числовые ряды. Признаки сходимости 

Рассмотрим  числовую последовательность ,

составим из неё сумму 


Определение. Выражение вида               =,            	          	(1)


называется числовым рядом,  числа  называют общим членом ряда.


Сумма первых  слагаемых ряда (1) называется его частичной суммой, она обозначается через . При этом




, , , …,   



Определение. Если существует конечный предел частичных сумм ряда (1) при , то это число называется суммой ряда , а ряд в этом случае называется сходящимся: .

Если предел частичных сумм не существует (например, равен ),то ряд называется расходящимся. У расходящегося ряда сумма не определена.
Пример 1. Рассмотрим ряд следующего вида:  

                              .


Здесь - первый член геометрической прогрессии, а  -называется ее кратностью.
Частичная сумма геометрической прогрессии определяется формулой:

                                                  .



1) Если и , то  и геометрическая прогрессия расходится.

2) Если |q|<1  и   , то     и геометрическая прогрессия сходится. 



3) Если  и , то  Sn = b1+b1+b1+…+ b1 = n·b1     =>    , 
                 и геометрическая прогрессия расходится.


4) Если  и , то    ряд  определяется следующим образом:
                                   b1 - b1 + b1 - b1 +…+(-1)n-1b1 +…        => 


    =>     не существует  и прогрессия расходится. 

Рассмотрим теперь простейшие свойства рядов.
1. Пусть числовые ряды

		                                                  (1)

                                                       	           (2)


сходятся, и имеют суммы соответственно  и , тогда ряд

    	                                            	(3)

также сходится и его сумма равна .


2. Если ряд (1) сходится, число , то ряд             	                  	(4)

также сходится и его сумма равна 

Если же ряд (1) расходится и , то ряд (4) расходится.
3. Если в ряде (1) изменить, добавить или отбросить конечное число членов, то сходимость этого ряда не изменится, т.е. если ряд (1) сходился, то новый ряд также сходится, а если ряд (1) расходился, то новый ряд расходится.
Изменив конечное число членов сходящегося ряда, можно изменить его сумму, но сходимость ряда при этом не нарушится.


Теорема 1. (Необходимый признак сходимости). Если ряд сходится, то .


Поскольку последовательность частичных сумм ряда сходится, то  и .


Вычитая из первого соотношения второе получим , т.е. .


Условие  является только необходимым, оно не является достаточным для сходимости ряда. Об этом свидетельствует пример гармонического ряда  .
Поэтому с помощью необходимого признака невозможно установить сходимость ряда. Чаще применяется обратное утверждение, равносильное доказанной теореме.

Следствие. Если  не равен нулю, то ряд (1) расходится.
Докажите это следствие, используя метод “от противного”.
Теорема 2. ( признак сравнения). Пусть имеется два ряда вида (1) и (2)
                                                

с положительными членами , удовлетворяющими неравенству

                                         	                                                   	(5)
для всех, за исключением, быть может, конечного числа  членов рядов.
Тогда если ряд (2) сходится, то ряд (1) также сходится, если же ряд (1) расходится, то ряд (2) также расходится.
Для сравнения обычно используют такие известные ряды как геометрическая прогрессия или ряд Дирихле.
Теорема 3. (Предельный признак сравнения).


Пусть даны ряды вида (1) и (2) с положительными членами такие, что существует конечный ненулевой предел   .
Тогда ряды (1) и (2) сходятся или расходятся одновременно.






Из существования указанных пределов следует, что для положительных чисел , где  найдется такой номер , что для  выполняется неравенство ;   т.е. .

Если ряд (1) сходится, то из неравенства  , первого признака сравнения и свойства 2) рядов следует, что ряд (2) сходится.

Если ряд (1) расходится, то из неравенства  первого признака сравнения и свойства 2) следует, что ряд (2) расходится.

Контрольные вопросы: 
1. Определение числового ряда и его суммы.
2. Сходимость, расходимость числового ряда.
3. Необходимое условие сходимости ряда.  
4. Признаки сравнения.
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