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1-ҚОСЫМША. САНДАР ТЕОРИЯСЫНЫҢ 
ЭЛЕМЕНТТЕРІ 

 
1. Бүтін сандар сақинасы жəне олардың бөлінгіштігі. 

Қалдықпен бөлу теоремасы 
 

1.1. Бүтін сандар сақинасы 
 

Натурал сандар жиынында алу амалы орындала бермейді, яғни 
ܽ ൅ ݔ ൌ ܾ теңдеуінің шешімі N -де жатпауы мүмкін. 

Тек, ܾ ൐ ܽболса ғана ݔ ൌ ܾ െ ܽ шешімі табылады. ܾ െ ܽ  натурал 
сандардың айырымы деп айтылады. Натурал сандар үшін алу амалы 
орындалатын жиын құрайық. Оны ܼ деп таңбалайық. Сонымен бүтін 
сандар жиыны деп екі натурал санның айырымы түрінде жазылатын 
сандар жиынын белгілейік: 

 
ܼ ൌ ሼߙ, ,ߚ ,ߛ … ሽ 

мұндағы 
ߙ ՚ ሺܽ, ܾሻ,   ߚ ՚ ሺܿ, ݀ሻ т.с.с 

 
ܽ, ܾ, ܿ, ݀- натурал сандар 

Басқаша айтақанда ߙ ൌ ܽ െ ܾ
஽௙
ርሲ ሺܽ, ܾሻ,    ߚ ൌ ሺܿ െ ݀ሻ

஽௙
ርሲ ሺܿ, ݀ሻ 

 .анықтама бойынша» деп оқылады» -݂ܦ
ܼ жиынында қосу, көбейту амалдарын енгізейік. 
 
Анықтама 1. ߚ~ߙ ֞ ܽ ൅ ݀ ൌ ܾ ൅ ܿ 
~  - эквиваленттілік қатынас. 
Келешекте  ~  болса, онда    деп алайық. 
Аксиома 1. 
1+) ),(),(),( dbcadcba   
2+) ),(),( cddc   

қарама-қарсы элемент. 
Теорема 1. Бүтін сандарды қосу коммутативті жəне ассоциативті, 

яғни 
а) ),(),(),(),( badcdcba   
б)    ),(),(),(),(),(),( lkdcbalkdcba   
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Дəлелдеуі натурал сандарды қосудың коммутативтілігі мен 
ассоциативтігінен шығады: 

а) ),(),(),( dbcadcba   
),(),(),( bdacbadc   

acca  , bddb   
теңдіктерінен а) ақиқаттығы шығады. 

Осы сияқты б) ақиқаттығы дəлелденеді. 
Теорема 2. Бүтін сандар жиыны қосу бойынша абельдік группа 

құрады. 
Дəлелдеу. Бүтін сандарды қосу əр кез орындалады жəне қосу 

коммутативті, ассоциативті (теорема 1). 
Ендеше, группа болу үшін нөл жəне қарама-қарсы элемент (сан) 

бар екенін көрсетсек болғаны. 
)0,0(  - қосағы нөлді анықтайтындығын тексеру қиын емес. Себебі 

 
ሺܽ, ܾሻ ൅ ሺ0,0ሻ ൌ ሺܽ ൅ 0, ܾ ൅ 0ሻ ൌ ሺܽ, ܾሻ 

 
)0,0(  қосағымен ),( mm  кез келген қосағы эквивалентті екенін 

ескерте кетейік. Демек Zmm  0),(~)0,0( . 
 

  )0,0(),(),(),(),(),(
2




cddccddcdcdc  
 
Демек ),( dc  қосағы ),( dc  үшін қарама-қарсы. 

Бұдан бүтін сандар үшін алу амалы орындалатындығы көрінеді: 
 

),(),(),( bayxdc  , 
онда 

 ),(),(),(),(),( dcbadcbayx   
 
Аксиома. 2)ሺܽ, ܾሻ · ሺܿ, ݀ሻ ൌ ሺܽܿ ൅ ܾ݀, ܽ݀ ൅ ܾܿሻ. 
Теорема 3. Бүтін сандарды көбейту коммутативті жəне 

ассоциативті. Көбейту қосу бойынша дистрибутивті. Яғни, 
а) ),(),(),(),( badcdcba   
б)    ),(),(),(),(),(),( lkdcbalkdcba   
в) ሾሺܽ, ܾሻ ൅ ሺܿ, ݀ሻሿ · ሺ݇, ݈ሻ ൌ ሺܽ, ܾሻ · ሺ݇, ݈ሻ ൅ ሺܿ, ݀ሻ · ሺ݇, ݈ሻ. 
Дəлелдеуі натурал сандарды көбейтудің коммутативтілігі, 

ассоциативтілігінен, дистрибутивтілігінен шығады. 
Теорема 4. Бүтін сандар жиыны сақина құрайды. 



 141

Дəлелдеуі 3 теоремадан шығады. 
 

1.2. Z  сақинасындағы қалдықпен бөлу теоремасы 
 

 ...,3,2,1,0 Z  бүтін сандар жиыны. 
Теорема 5. Кез келген екі бүтін a  жəне 0b  бүтін сандары үшін 

жалғыз q  жəне r  бүтін сандары табылып 
 

rbqa  , qr 0                                        (1) 
 

теңдігі орындалады, мұндағы q  толымсыз бөлінді, r  оң қалдық деп 
айтылады. 

Дəлелдеу. Алдымен q  жəне r  бүтін сандарының табылатынын 
көрсетейік. 

1) Егер ba   болса, онда aba  0 . Демек 0q , ar   
(1) – теңдік орындалады. 
2) 0 ba  болсын. Онда Архимед аксиомасы бойынша 

...),1(,...,,3,2,1  qbqbbbb  сандарының арасында )1(  qbabq  
теңсіздігі орындалатын q  табылады. 

rbqa   деп белгілесек, мұндағы br 0 .  
Бұдан, rbqa   орындалатынын көреміз. 
3) 0a  болсын. Онда 0 a  оң бүтін сан. Онда 1) жəне 2) 

жағдайдағы сияқты Архимед аксиомасынан )1(  qbabq  
орындалатын q  табылады. 

Демек )1()(  qbaqb . Егер ܽ െ ܾሺെݍ െ 1ሻ ൌ  ,деп белгілесек ݎ
мұндағы br 0 . Онда rqba  )1(  орындалып, (1) сияқты теңдік 
орындалады. Тек q  орнына 1 q  алынған. 

Сонымен, a  жəне b  үшін q  жəне r  табылатыны дəлелденеді. 
Енді q  жəне r  жалғыз екенін көрсетейік.  

Керісінше, (1) теңдікті қанағаттандыратын басқа 1q , 1r  екі саны 
табылсын. 

 
rbqa  , br 0                                                  (2) 

11 rbqa  , br  10                                                 (3) 
 

1rr   болсын, онда не 1rr  , не 1rr   

1rr   болсын, онда (1)-ден (2) шегерсек 
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11 )( rrqqb  , 01  rr  (3) болғандықтан жəне 0b , ендеше 
01  qq  оң бүтін сан, яғниݍ െ ଵݍ ൒ 1. b -ге көбейтсек, ܾሺݍଵ െ ଴ሻݍ ൐

ܾ. Бұдан (3) brr  1  шығады, ал бұл мүмкін емес, себебі br  , br 1 . 
Мысал. 

1) 47a , 6b  болсын, онда 57647  , 7q , 5r  
2) 29a , 6b  болсын, онда 1)5(629  , 5q ݎ , ൌ 1. 

 
 

1.3. Бүтін сандардың бөлінгіштігі. Екі санның ең үлкен 
ортақ бөлгіші жəне ең кіші ортақ еселігі 

 
Бүтін сандар үшін бөлінгіштік бинарлық қатынасын қарайық. 
Анықтама 3. Егер бүтін a  жəне b  сандары үшін bca   теңдігін 

қанағаттандыратын c  бүтін саны табылса, онда a  саны b -ға бөлінеді 
жəне ba  деп жазады. Мұндағы b -ны a -ның бөлгіші дейді, немесе a  
саны b -ға еселі сан дейді.  

Егер bca   орындалатын c  бүтін саны табылмаса, онда a  саны b

-ға бөлінбейді дейді жəне ba  деп жазады. 
Бөлінгіштіктің анықтамасынан шығатын қасиеттер: 
1º. 1) aa , себебі 1 aa , «» - рефлексивті 

2) 1a , себебі aa 1  
3) b0 , себебі 00  b  

2º. Zcba  ,, ,  cacbba   , «» - транзитивті. 
Дəлелдеу.ܽ ൌ ଵݍܾ ר  ܾ ൌ ଶݍܿ  ֜ ܽ ൌ ଶݍଵݍܿ  ֜ ܽ ڭ ܿ. 
3º. Zcba  ,, , ܽ ڭ ר ܿ  ܾ ڭ ܿ ֜  ሺܽ േ ܾሻ ڭ ܿ. 
Дəлелдеу. 21 cqbcqa  , онда cbaqqcba )()( 21  . cba )(    

осы сияқты дəлелденеді. 
4º. Zcba  ,, , bacba   , сол сияқты bcac . 

Дəлелдеу. bacqcbacbqa  )(  осы теңдіктен bcac  шығады.  
5º. Zaaa n  ...,,, 21 , Zbbb n  ...,,, 21 , 

ܽଵ ڭ ܿ, ܽଶ ڭ ܿ, … , ܽ௡ ڭ ܿ ֜  ሺܽଵܾଵ ൅ ܽଶܾଶ൅ . . . ൅ܽ௡ܾ௡ሻ ڭ ܿ. 
Дəлелдеуі. 3º, 4º  шығады. 
6º. Егер ba  жəне ab , онда ba   
Дəлелдеуі. Шарттан bqa  , 111 1 qqaqqaaqb   бұдан 1qq - 

бүтін сандардың көбейтіндісі 1- ге тең болу үшін 11  qq  болу 
керек. Демек ba   не ba  . 
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Анықтама 4. a  жəне b  бүтін сандарының ортақ бөлгіші деп 
екеуі де бөлінетін d  бүтін санын айтады. a  жəне b  сандарының ең 
үлкен ортақ бөлгіші (қысқаша Е.Ү.О.Б.) деп басқа ортақ бөлгіштерге 
бөлінетін ортақ бөлгішін айтады. 

Ортақ бөлгішті қысқаша О.Б. ),( ba , ең үлкен ортақ бөлгішті 
Е.Ү.О.Б. ),( ba  деп белгілейміз. 

Мысалы. 
18a , 24b , О.Б.ሺ18, 24ሻ ൌ 1, 2, 3, 6. 

Е.Ү.О.Б. 6)24,18(  , себебі 36 , 26 , 6 ڭ 1. 
Анықтама 5. Егер a  жəне b  сандарының Е.Ү.О.Б. 1),( ba  болса, 

онда оларды өзара жай сандар дейді. 
Ескерту. Келешекте Е.Ү.О.Б. ),( ba  орнына ),( ba , Е.Ү.О.Б. 1),( ba  

орнына 1),( ba  жазамыз. 
Қасиет 1º. Егер ba , онда bba ),( . 
Дəлелдеусіз түсінікті. 
Қасиет 2º. Zba  , , егер rbqa   болса, онда ),(),( raba  . 
Дəлелдеуі. Егер d a  мен b -ның ең үлкен ортақ бөлгіші болса, 

онда rbqa   теңдігінен d b  мен r  үшін де ең үлкен ортақ бөлгіш 
екенін байқау қиын емес. 

Ескерту. Е.Ү.О.Б. ),( ba  табу үшін 2º - ші қасиетті пайдалануға 
болады. Мысал 2484a , 60b . 

Қалдықпен бөлу жасап, 2º пайдаланайық. 
)24,60()60,2484(2441602484   

)12,24()24,60(1222460   
24 ൌ 12 · 2 ൅ 0 ฺ  ሺ24, 12ሻ ൌ 12. 

Демекሺ2484, 60ሻ ൌ 12. 
Екі санның ең үлкен ортақ бөлгішін табу үшін Евклид өзінің 

«Бастама» кітабының VII томында қарапайым алгоритм қолданған. 
Оны Евклид алгоритмі деп атайды. Бұл əдісті қолданудың мəні 
2º қасиетте айтылады. 

Евклид алгоритмі. 
Қалдықпен бөлу теоремасындағы бөліндіні қалдыққа қайталап 

бөле берейік. 
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ܽ ൌ ݍܾ ൅ 0                              ,ݎ ൏ ݎ ൏ ܾ
 ܽ ൌ ଵݍܾ ൅ ଵ,                           0ݎ ൏ ଵݎ ൏ ݎ

ݎ   ൌ ଶݍଵݎ ൅ ଶ,                          0ݎ ൏ ଶݎ ൏ ଵݎ
ଵݎ ൌ ଷݍଶݎ ൅ ଷ,                         0ݎ ൏ ଷݎ ൏ ଶݎ
െ  െ  െ  െ  െ  െ  െ  െ  െ                           

       െ  െ  െ  െ  െ  െ  െ  െ  െ                                  
௡ିଶݎ           ൌ ௡ݍ௡ିଵݎ ൅ ௡,     0ݎ ൏ ௡ݎ ൏ ௡ିଵݎ

௡ିଵݎ       ൌ ௡ାଵݍ௡ݎ ൅ ے                                           ,0
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

(4) 

 
(4) – бөлу процесін Евклид алгоритмі дейді.  
Бөлу кезінде қалдықтар 1-ге дейін кемиді, сондықтанда бөлу 

процесі шекті. 
2º қасиеттен ሺܽ, ܾሻ ൌ ሺܾ, ሻݎ ൌ ሺݎ, ଵሻݎ ൌ . . . ൌ ሺݎ௡ିଵ, ௡ሻݎ ൌ ሺݎ௡, 0ሻ ൌ

 .௡ݎ 
Теорема 6. Егер dba ),(  болса, онда daa , , dbb , , 1),( 11 ba . 

Дəлелдеуі  оңай көрініп тұр. 
Теорема 7. Егер жəне бүтін сандарының ең үлкен ортақ бөлгіші 

d  болса, онда ,u  деген бүтін сандар табылып,  
ݑܽ ൌ ߴܾ ൌ ݀  теңдігі орындалады. 

Дəлелдеуі. (4) алгоритміндегі nr -ді төменнен жоғары көтеріліп a  

жəне b  арқылы өрнектеу керек. 
Дербес жағдай, 1d  болса, 1),( ba  үшін ,u  сандары табылып, 

bau 1  орындалады. 
Анықтама 6. a  жəне b  сандарының əрқайсысына бөлінетін 

санды олардың ортақ еселігі дейді. a  жəне b  сандарына еселі 
сандардың бəрі бөлінетін a  мен b -ның ортақ еселігі санын олардың 
ең кіші ортақ еселігі саны дейді. 

Басқаша айтқанда, ең кіші ортақ еселік сан a  мен b -ның ортақ 
еселіктерінің ең кішісі. 

a  мен b  ортақ еселігін О.Е. ],[ ba  деп, ал ең кіші ортақ еселігін 
],[ ba  деп немесе Е.К.О.Е. ],[ ba  деп жазамыз. 
Теорема 8. a  жəне b  сандарының Е.Ү.О.Б. мен Е.К.О.Е. 

арасында 
),(

],[
ba

ba
ba


  теңдігі орындалады. 

Дəлелдеуі. ],.[. baEOM   болсын, демек aM  , bM  . 

Ендеше, akM   болсы, онда 
b

ak

b

M
  бүтін сан болады. 


