
Қарапайым дифференциалдық теңдеу үшін Коши 
есебінің сандық шешуі.

Әл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық университеті

Механика-математика факультеті

Темирбеков Нурлан Муханович ф-м.ғ.д., профессор



Жоспар

1. Бірінші ретті дифференциалдық теңдеу.

2. Эйлер әдісі.

3. Рунге-Кутта әдістері.

4. Есепті шығару үлгісі.



Мақсаты

Бірінші ретті дифференциалдық теңдеулердің сандық 

шешімін табу және есептеу бағдарламасын жүзеге 

асыру.



Бірінші ретті дифференциалдық теңдеу

Бірінші ретті дифференциалдық теңдеудің жалпы түрі:

𝑦′ = 𝑓 𝑥, 𝑦 (6.1a)

𝑦 𝑎 = 𝛼 (6.1b)

мұндағы 𝑦′ = Τ𝑑𝑦 𝑑𝑥 және 𝑓 𝑥, 𝑦 берілген функция. 

n ретті қарапайым дифференциалдық теңдеуді

𝑦 𝑛 = 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦 𝑛−1 (6.2)

𝑦0 = 𝑦, 𝑦1 = 𝑦′, 𝑦2 = 𝑦′′ … 𝑦𝑛−1 = 𝑦 𝑛−1 (6.3)

эквивалентті бірінші ретті теңдеулер мына түрде жазылады

𝑦0
′ = 𝑦1, 𝑦1

′ = 𝑦2, 𝑦2
′ = 𝑦3 … 𝑦𝑛

′ = 𝑓 𝑥, 𝑦0, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛−1 (6.4a)

)𝑦0 𝑎 = 𝛼0, 𝑦1 𝑎 = 𝛼1, 𝑦2 𝑎 = 𝛼2, … , 𝑦𝑛−1 𝑎 = 𝛼𝑛−1 (6.4𝑏

𝑦′ = 𝐹 𝑥, 𝑦 𝑦 𝑎 = 𝛼 (6.5𝑎)

мұндағы 𝐹 𝑥, 𝑦 =

𝑦1
𝑦2
⋮

𝑓 𝑥, 𝑦

(6.5𝑏)



Эйлер әдісі

)𝑦 𝑥 + ℎ ≈ 𝑦 𝑥 + 𝑦′ 𝑥 ℎ (6.6

(6.6) теңдеудегі қателік

𝐸 =
1

2
𝑦′′ 𝜉 ℎ2 = 𝑂 ℎ2 , 𝑥 < 𝜉 < 𝑥 + ℎ (6.7)

𝐸жин = 𝑛𝐸 =
𝑥𝑛 − 𝑥0

ℎ
𝐸 = 𝒪 ℎ (6.8)

6.1-сурет. Эйлер формуласының 

графикалық көрінісі
Euler модулі

##module euler

import numpy as np

def integrate(F,x,y,xStop,h):

X = []

Y = []

X.append(x)

Y.append(y)

while x < xStop:

h = min(h,xStop - x)

y = y + h*F(x,y)

x = x + h

X.append(x)

Y.append(y)

return np.array(X),np.array(Y)



Эйлер әдісі

МЫСАЛ 6.1

𝑦′′ = −0,1𝑦′ − 𝑥 𝑦 0 = 0 𝑦′(0) = 1

бастапқы мән есебін Эйлер әдісімен x=0-ден 2-

ге дейін h=0.05 қадаммен интегралдаңыз. 

Есептелген y мәнін аналитикалық шешіммен

𝑦 = 100𝑥 − 5𝑥2 + 990(𝑒−0.1𝑥 − 1)

бірге сызыңыз.

Шешуі. 𝑦0 = 𝑦 және 𝑦1 = 𝑦′ белгілеуімен 

эквивалентті бірінші ретті теңдеулер мен 

бастапқы шарттар мына түрде болады

𝐹 𝑥, 𝑦 =
𝑦0
′

𝑦1
′ =

𝑦1
−0,1𝑦1 − 𝑥 𝑦 0 =

0
1

Бағдарламалық код дәріс материалында 

келтірілген.

Сандық шешімінің графигі



Рунге-Кутта әдістері. Екінші ретті Рунге-Кутта әдісі

𝑦 𝑥 + ℎ = 𝑦 𝑥 + 𝑐0𝐹 𝑥, 𝑦 ∙ ℎ + 𝑐1𝐹 𝑥 + 𝑝ℎ, 𝑦 + 𝑞ℎ𝐹 𝑥, 𝑦 ∙ ℎ 𝑎

𝑦 𝑥 + ℎ = 𝑦 𝑥 + 𝑦′ 𝑥 ℎ +
1

2!
𝑦′′ 𝑥 ℎ2 = 𝑦 𝑥 + 𝐹 𝑥, 𝑦 ℎ +

1

2
𝐹′ 𝑥, 𝑦 ℎ2 (𝑏)

𝑦 𝑥 + ℎ = 𝑦 𝑥 + 𝐹 𝑥, 𝑦 ℎ +
1

2

𝜕𝐹

𝜕𝑥
+

𝑖=0

𝑛−1
𝜕𝐹

𝜕𝑦𝑖
𝐹𝑖 𝑥, 𝑦 ℎ2 (с)

𝐹 𝑥 + 𝑝ℎ, 𝑦 + 𝑞ℎ𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝐹 𝑥, 𝑦 +
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑝ℎ + 𝑞ℎ

𝑖=1

𝑛−1
𝜕𝐹

𝜕𝑦𝑖
𝐹𝑖 𝑥, 𝑦

𝑦 𝑥 + ℎ = 𝑦 𝑥 + 𝑐0 + 𝑐1 𝐹 𝑥, 𝑦 ∙ ℎ + 𝑐1
𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑝ℎ + 𝑞ℎ

𝑖=1

𝑛−1
𝜕𝐹

𝜕𝑦𝑖
𝐹𝑖 𝑥, 𝑦 ∙ ℎ 𝑑

𝒄𝟎 + 𝒄𝟏 = 𝟏, 𝒄𝟏𝒑 =
𝟏

𝟐
, 𝒄𝟏𝒒 =

𝟏

𝟐
𝒆

𝑐0 = 0 𝑐1 = 1 𝑝 = Τ1 2 𝑞 = Τ1 2 Модификацияланған Эйлер әдісі

𝑐0 = Τ1 2 𝑐1 = Τ1 2 𝑝 = 1 𝑞 = 1 Хен әдісі

𝑐0 = Τ1 3 𝑐1 = Τ2 3 𝑝 = Τ3 4 𝑞 = Τ3 4 Ралстон әдісі



Төртінші ретті Рунге-Кутта әдісі

𝐾0 = ℎ ∙ 𝐹 𝑥, 𝑦

𝐾1 = ℎ ∙ 𝐹 𝑥 +
ℎ

2
, 𝑦 +

𝐾0
2

𝐾2 = ℎ ∙ 𝐹 𝑥 +
ℎ

2
, 𝑦 +

𝐾1
2

𝐾3 = ℎ ∙ 𝐹 𝑥 + ℎ, 𝑦 + 𝐾2

𝑦 𝑥 + ℎ = 𝑦 𝑥 +
1

6
𝐾0 + 2𝐾1 + 2𝐾2 + 𝐾3



run_kut4 модулі

## module run_kut4

import numpy as np

def integrate(F,x,y,xStop,h):

def run_kut4(F,x,y,h):

K0 = h*F(x,y)

K1 = h*F(x + h/2.0, y + K0/2.0)

K2 = h*F(x + h/2.0, y + K1/2.0)

K3 = h*F(x + h, y + K2)

return (K0 + 2.0*K1 + 2.0*K2 + K3)/6.0

X = []

Y = []

X.append(x)

Y.append(y)

while x < xStop:

h = min(h,xStop - x)

y = y + run_kut4(F,x,y,h)

x = x + h

X.append(x)

Y.append(y)

return np.array(X),np.array(Y)



Есепті шығару үлгісі

МЫСАЛ 6.2

𝑦′′ = −0,1𝑦′ − 𝑥 𝑦 0 = 0 𝑦′(0) = 1

бастапқы мән есебін төртінші ретті Рунге-Кутта әдісімен

x=0-ден 2-ге дейін h=0.2 қадаммен интегралдаңыз. 

Есептелген y мәнін аналитикалық шешіммен

𝑦 = 100𝑥 − 5𝑥2 + 990(𝑒−0.1𝑥 − 1)

бірге сызыңыз.

Шешуі. 𝑦0 = 𝑦 және 𝑦1 = 𝑦′ белгілеуімен эквивалентті 

бірінші ретті теңдеулер мен бастапқы шарттар мына түрде 

болады

𝐹 𝑥, 𝑦 =
𝑦0
′

𝑦1
′ =

𝑦1
−0,1𝑦1 − 𝑥 𝑦 0 =

0
1

Бағдарламалық код дәріс материалында келтірілген.

Сандық шешімінің графигі



Қорытынды

1. Бірінші ретті дифференциалдық теңдеу 

сандық шешімі.

2. Эйлер әдісі.

3. Рунге-Куттаның екінші, төртінші ретті әдістері. 

4. Есепті шығарудың сандық үлгісі.
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