[bookmark: _GoBack]11 дәріс	Сандық қатарлар. Мүшелері теріс емес сандық қатарлар, олардың  инақтылығы: салыстыру белгілері, Даламбер, Коши, Раабе  және Гаусс белгілері. Коши  интегралдық белгісі.
Мазмұны: Сандық қатарлар, дербес қосындылар, сандық қатардың қалдығы, сандық қатардың жинақты болуының қажеті шарты, сандық қатардың жинақты болуының жеткілікті шарттары: салыстыру белгілері, шектік салыстыру белгісі, Д’Аламбер белгісі, Кошидың радикалдық белгісі, Кошидың интегралдық белгісі.
Дәріс мақсаты: Студенттерді сандық қатар ұғымымен таныстыру, қатарды жинақтылыққа зерттеу мысалдарын келтіру.


 				(6.1) 



түріндегі өрнекті сандық қатар дейміз, мұндағы .  тізбегінің мүшелері қатардың мүшелері деп, ал  – сандық қатардың жалпы мүшесі деп аталады.









қосындылары дербес қосындылар деп, ал  – (6.1) сандық қатарының -ші дербес қосындысы деп аталады. Егер  бар болып әрі -ке тең болса, яғни , онда (6.1) қатары жинақты қатар болады, ал  – оның қосындысы.  табылмаса (дербес жағдайда шексіздік болса), онда (6.1) жинақсыз қатар деп аталады.


қосындысы (6.1)-дің қалдығы деп аталады.
Егер (6.1) жинақты қатар болса, онда

.

Мысал.1 -  қатары берілсін. Оны жинақтылығын анықтап, қосындысын табу керек.


Шешуі. Қатардың -ші дербес қосындысын жазып алып, оны ықшамдаймыз: 






 болғандықтан, берілген қатар жинақты, ал қосындысы  болады.

Мысал 2 – Қатарды жинақтылыққа зерттеу 

 				(6.2)
және мүмкін болған жағдайда қосындысын табу керек.
Шешуі. Дербес қосындысын жазып аламыз

.



Егер  болса, онда , яғни , демек, (6.2) жинақсыз қатар болады. 










Енді  болсын, онда .  болсын деп ұйғарайық, онда , яғни . Ал егер  болса, онда  және  ақырлы шегі табылмайды, демек, дербес қосындылар тізбегінің де шегі табылмайды. Егер  болса,  шегі тағы да табылмайды.






Сонымен, мүшелері (бірінші мұшесі , еселігі ) шексіз геометриялық прогрессия құрайтын  қатары  болғанда жинақты және оның қосындысы  болады, ал  болса жинақсыз болады.
(6.2) – геометриялық қатар деп аталады.


Теорема 6.1 (қатардың жинақты болуының қажетті шарты). Егер (6.1) сандық қатары жинақты болса, онда .
Керісінше тұжырым дұрыс болмайды. 

Мысал 6.3 – Гармониялық қатар



 мүшелері 0-ге ұмтылса да жинақсыз болатынын дәлелдеу керек.





Дәлелдеуі.  қатары жинақты, ал қосындысы  болады деп ұйғарайық.  айрмасын қарастырамыз. Біздің ұйғару бойынша  болады. Жоғарыдағы өрнекте әрбір қосылғышын  шамасымен ауыстыра отырып,


теңсіздігін аламыз.

Бұл теңсіздіктен  екені шығады, яғни біздің ұйғаруымыз дұрыс емес, демек, гармониялық қатар жинақсыз болады.

Теорема 6.2 (қатардың жинақсыз болуының жеткілікті шарты). Егер  болса, онда (6.1) жинақсыз қатар болады.

Мысал .4 - Қатарды жинақтылыққа зерттеу керек.

Шешуі. Берілген қатардың жалпы мүшесі  болады. Онда

,
яғни берілген қатар жинақсыз болады.
Қатардың кез келген ақырлы сан мүшесін қалдырып кеткеннен оның жинақтылығы немесе жинақсыздығы өзгермейді, ал егер оның қосындысы бар болса, онда ол өзгереді.

Оң қатарлардың жинақты болуының кейбір жеткілікті шарттарын қарастырамыз.
Теорема 6.3 (салыстыру белгілері). Екі қатар берілсін 

, 					(6.3)

 					(6.4)


және барлық  үшін  теңсіздіктері орындалсын, онда:
а) (6.4) қатары жинақты болса, (6.3) қатары да жинақты болады;
б) (6.3) қатары жинақсыз болса, (6.4) қатары да жинақсыз болады.

Салыстыру үшін көбіне  геометриялық қатарын және де гармониялық қатарды алады.



Теорема 6.4 (салыстырудың шектік белгісі). Егер  ақырлы шегі бар болып, әрі  болса, онда (6.3) және (6.4) қатарлары екеуі де жинақты немесе екеуі де жинақсыз болады.


Мысал.5 -  қатары жинақты екенін біле отырып,  қатарын жинақтылыққа зерттеу керек.


Шешуі.  болғандықтан,  қатары да жинақты болады.






Теорема 6.5 (Д’Аламбер белгісі). (6.1) қатары үшін  болсын (кейбір  нөмірінен бастап) және  шегі бар болсын. Онда егер  болса, берілген қатар жинақталады, егер  болса, берілген қатар жинақсыз болады.  болғанда қосымша зерттеулер қажет етеді.

Мысал 6 - Қатарды жинақтылыққа зерттеу керек.


Шешуі. ,  болғандықтан, онда


.
Демек, берілген қатар жинақсыз болады.






Теорема 6.6 (Кошидың радикалдық белгісі). Егер кейбір  нөмірінен бастап  және  болса, онда  болғанда (6.1) жинақталады, ал  болғанда жинақсыз болады.  болғанда қосымша зерттеулер қажет етеді.
Теорема 6.7 (Кошидың интегралдық белгісі). (6.1) қатарының мүшелері монотонды кемімелі болсын, яғни






және  болғанда үзіліссіз  функциясы үшін  орындалсын. Онда (6.1) қатары мен  интегралы бір мезгілде жинақты немесе жинақсыз болады.


Мысал 7 - Қатарды жинақтылыққа зерттеу керек (Дирихле қатары) .


Шешуі.  меншіксіз интегралын жинақтылыққа зерттейміз,.










 болады. Соңғы теңдіктен  болғанда  меншіксіз интегралы жинақсыз, ал  болғанда жинақты болатыны көрінеді, әрі .  болғанда  жинақсыз интегралын аламыз. Сонымен, Дирихле қатары да осы интеграл секілді  болғанда жинақты, ал  болғанда жинақсыз болады.
Көптеген қатарлар жинақтылыққа сәйкес Дирихле қатарымен салыстыру арқылы зерттеледі.
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