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1 Есептiң қойылымы

Бұл дәрiсте алдыңғы 3-4 дәрiстерде қарастырылған (1.1)-(1.5) керi есебiнiң уақыт бойынша локалды

әлсiз және әлдi шешiмдерiнiң бар болуы мен жалғыздығы есептiң берiлгендерiне қойылған (1.18) шар-

ттың көмегiнсiз тұжырымдалады. Ол тек (1.1) теңдеулер жүйесiнiң оң жағын арнайы түрде g(x, t) :=

ω(x) деп жеке жағдайын қарастырған да ғана (1.18) шарттан құтылуға болады. Оң жағы арнайы

түрдегi сызықты емес Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн керi есептi қарастырайық

ut − κ∆ut − ν∆u + (u · ∇)u −
tˆ

0

K(t− s)∆u(x, s)ds−∇p = f(t)ω(x) (1.1)

divu(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT (1.2)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω (1.3)

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΓT (1.4)
ˆ
Ω

uωdx = e(t), t ∈ [0, T ] (1.5)

Айталық, 3 дәрiстегi (1.9), (1.10) және

ω ̸= 0, ∀x ∈ Ω. (1.6)

шарттар орынды болсын.

Демек, қарастырылып отырған (1.1)-(1.5) керi есебiне эквиваленттi u функциясын табуға арналған

тура есеп келесi түрде болады, яғни (1.3) бастапқы және (1.4) шекаралық шарттарды, сондай-ақ

ut − κ∆ut − ν∆u+ (u · ∇)u−
t́

0

K(t− s)∆u(s)ds+∇p =

F3(u, t)ω(x), div u(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT ,

(1.7)
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теңдеудi қанағаттандырады, мұндағы F3(u, t) функционалы

F3(u, t) :=
1

ω0

(
e′(t) + κ (∇ut(t),∇ω)2,Ω + ν (∇u(t),∇ω)2,Ω −

((u(t) · ∇)ω,u(t))2,Ω −
tˆ

0

K(t− s) (∇u(s),∇ω)2,Ω ds

 (1.8)

өрнегiмен анықталады және ω0 = ∥ω∥22,Ω > 0 тұрақты.

Лемма 1.1. Айталық, 3-дәрiстегi (1.8)-(1.11) шарттар орындалсын. Онда (1.1)-(1.5) керi есебi (1.7),

(1.3), (1.4) тура есебiне эквиваленттi.

Дәлелдеуi 1.1. Бұл лемма аналогты түрде 3-дәрiстегi 1.1-лемма секiлдi дәлелденедi.

Ендi (1.7), (1.3), (1.4) тура есебiнiң әлсiз шешiмiнiң бар болуы туралы келесi теорема орынды.

Теорема 1.1. Айталық, 3-дәрiстегi (1.7), (1.11)-(1.12) және (1.6) шарттар орындалсын. Онда ақырлы

T2 ∈ (0, T ] уақыты табылып, 3-дәрiстегi (1.79), (1.76), (1.77) локалды емес тура есебiнiң QT2
цилин-

дрiнде кемiнде бiр әлсiз шешiмi табылады, сонымен бiрге 1.1-лемма бойынша эквиваленттi (1.1)-(1.5)

керi есебiнiң де әлсiз шешiмi бар болады және ол барлық t ∈ (0, T2] үшiн (1.72) бағалауды қанағаттан-

дырады, мұндағы T2 мәнi төменде (1.16) өрнекпен анықталады.

Дәлелдеуi 1.2. Жоғарыдағы тұжырым аналогты түрде алдыңғы 3-4 дәрiстерде қарастырылған (1.1)-

(1.5) керi есебiнiң шешiмдiлiгi секiлдi (1.1)-(1.5) керi есебi үшiн де дәлелденедi. Нақтырақ айтқанда,

(1.7), (1.3), (1.4) тура есебiнiң әлсiз шешiмi барлық t ∈ (0, T ] үшiн 3-дәрiстегi (1.72) априорлық баға-

лауды қанағаттандыратын көрсету жеткiлiктi. Ал дәлелдеу алгоритмi 3-4 дәрiстегi қарастырылған

1.1-теореманың дәлелдеуi секiлдi жүргiзiледi.

Демек, (1.25) және (1.26) өрнектерiне аналогты энергетикалық теңдiктерге алып және оларды бiрiк-

тiрсек, онда

1

2

d

dt

(
∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V

)
+ ν ∥un(t)∥2V +

∥un
t (t)∥

2
2,Ω + κ ∥un

t (t)∥
2
V = −

tˆ

0

K(t− s) (∇un(s),∇un(t))2,Ω ds−

tˆ

0

K(t− s) (∇un(s),∇un
t (t))2,Ω ds+ F3(u

n(t), t)e(t)+

F3(u
n(t), t)e′(t) + ((un(t) · ∇)un

t (t),u
n(t))2,Ω

(1.9)
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теңдiгi алынады, мұндағы F3(u
n, t) функционалы (1.8) өрнекпен анықталған және

|F3(u
n, t)| ≤ 1

k0
[|e′(t)|+ ∥ω∥V (κ ∥un

t ∥V + ν ∥un∥V +

C2(Ω) ∥un(t)∥2V +K0

 tˆ

0

∥un(s)∥2V ds


1
2


 .

(1.10)

бағалауын қанағаттандырады.

Соңғы (1.9) теңдiктiң оң жағын бағалау үшiн ең алдымен, үшiншi және төртiншi қосылғыштарға,

сәйкесiнше, 3-дәрiстегi (1.30) және (1.31) бағалауларды (1.10) өрнекпен бiрге пайдаланып бағаласақ,

онда келесi

|F3(u
n, t)e(t)| ≤ |e(t)|

ω0
[|e′(t)|+ ∥ω∥V (κ ∥un

t ∥V + ν ∥un∥V +

C2 ∥un∥2V +K0

 tˆ

0

∥un(s)∥2V ds


1
2


 ≤ 1

2ω0

(
|e(t)|2 + |e′(t)|2

)
+

κ
8
∥un

t ∥
2
V +

2κ |e(t)|2

ω2
0

∥ω∥2V +
1

2
∥un∥2V +

ν2 |e(t)|2

2ω2
0

∥ω∥2V +
1

2
∥un∥4V

+
C4

2ω2
0

|e(t)|2 ∥ω∥2V +
K2

0

2ω2
0

|e(t)|2 ∥ω∥2V +
1

2

tˆ

0

∥un(s)∥2V ds.

(1.11)

|F3(u
n, t)e′(t)| ≤ |e′(t)|

ω0
[|e′(t)|+ ∥ω∥V (κ ∥un

t ∥V + ν ∥un∥V +

C2 ∥un∥2V +K0

 tˆ

0

∥un(s)∥2V ds


1
2


 ≤ 1

ω0
|e′(t)|2 + κ

8
∥un

t ∥
2
V +

2κ |e′(t)|2

ω2
0

∥ω∥2V +
1

2
∥un∥2V +

ν2 |e′(t)|2

2ω2
0

∥ω∥2V +
1

2
∥un∥4V

+
C4

2ω2
0

|e′(t)|2 ∥ω∥2V +
K2

0

2ω2
0

|e′(t)|2 ∥ω∥2V +
1

2

tˆ

0

∥un(s)∥2V ds,

(1.12)

теңсiздiктер қорытылады, сондай-ақ, ε1 := κ
2 жағдайда бiрiншi, екiншi және бесiншi қосылғыштарға,

сәйкесiнше, 3-дәрiстегi (1.28), (1.29) және (1.32) бағалауларды ескерсек, онда

z(t) := 1 + ∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V

функциясы үшiн келесi дифференциалдық теңсiздiк шығады

z′(t) + ν ∥un(t)∥2V + ∥un
t (t)∥

2
2,Ω + κ ∥un

t (t)∥
2
V ≤

C1

tˆ

0

z(s)ds+ C2z(t) + C3z
2(t) + C4(t)

(1.13)
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мұндағы

C1 :=
1

ν + κ

(
K2

0

ν
+

4k20
κ

+ 2

)
; C2 :=

2

ν + κ
; C3 :=

1

ν + κ

(
2 +

4C2(Ω)

κ

)
C4(t) :=

1

ω0

(
|e(t)|2 + |e′(t)|2

)
+

2

ω0
|e′(t)|2 +

∥ω∥2V
ω2
0

(
|e(t)|2 + |e′(t)|2

) (
4κ + ν2 + C4(Ω) +K2

0

)
Ендi (1.13) өрнектi s бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдап, 3-дәрiстегi (1.24) өрнектi ескерсек, онда

z(t) + ν ∥un∥2L2(0,T ;V) + ∥un
t ∥

2
L2(QT ) + κ ∥un

t ∥
2
L2(0,T ;V) ≤

C5

tˆ

0

z2(s)ds+ C6,
(1.14)

мұндағы

C5 = max {C1T + C3;C2} ;C6 = 1 + ∥u0∥22,Ω + (κ + ν) ∥u0∥2V +

tˆ

0

C4(s)ds.

Әрi қарай z(t) функциясы үшiн сызықтық емес Гронуолл теңсiздiгiн қолданғанда, онда (1.13) өрнектен

келесi бағалау қорытылады

z(t) ≤ C6

1− C5C6t
≡ K2 < ∞ (1.15)

және төмендегi уақыт аралығы үшiн орынды

0 ≤ t ≤ T2 < T⋆ :=
1

C5C6
. (1.16)

Демек, кез келген t ≤ T2 < T⋆ үшiн (1.15) өрнектен келесi бағалау орынды екенiн көруге болады

∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V ≤ K2. (1.17)

(1.37) бағалауды (1.13) өрнектiң оң жағына қолданып және t ∈ [0, T2] бойынша супремум алғанда,

келесi априорлық бағалау тұжырымдалады

sup
t∈[0,T2]

(
∥un(t)∥22,Ω + ∥un(t)∥2V

)
+ ∥un∥2L2(0,T2;V) + ∥un

t ∥
2
L2(QT2

) +

∥un
t ∥

2
L2(0,T2;V) ≤ C := C(ν,κ, T2,K2, C5, C6).

(1.18)

Теорема 1.2. Айталық, 1.1-теореманың барлық шарттары орындалсын. Сонымен қатар, (1.49) шарт

орынды болсын. Онда (1.7), (1.3), (1.4) тура есебiнiң әлдi шешiмi бар болады, сонымен бiрге 1.1-лемма

бойынша оған эквиваленттi (1.1)-(1.5) керi есебiнiң әлдi шешiмi табылады және ол барлық t ∈ (0, T2]

үшiн (1.73) бағалауды қанағаттандырады.



1 Есептiң қойылымы 5

Дәлелдеуi 1.3. Демек, (1.52) өрнегiне аналогты энергетикалық теңдiк келесi түрде болады

ν

2

d

dt

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ
∥∥∥∆̃un

t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+ ∥un
t (t)∥

2
V =

−
(
(un(t) · ∇)un(t), ∆̃un

t (t)
)
−

tˆ

0

K(t− s)
(
∆̃un(s), ∆̃un

t (t)
)
2,Ω

ds+

F3(u
n, t)

(
ω,−∆̃un

t (t)
)
2,Ω

:= I7,

(1.19)

Соңғы өрнектiң оң жағын бағалау үшiн Гельдер мен Юнг теңсiздiктерiн және (1.10) бағалауды бiрге

қолданайық, демек,

|I7| ≤
κ
2

∥∥∥∆̃un
t (t)

∥∥∥2
2,Ω

+
3

2κ

[
C ∥un(t)∥2V

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+

K2
0

tˆ

0

∥∥∥∆̃un(s)
∥∥∥2
2,Ω

ds+ |F3|2 ∥ω∥22,Ω

 .

(1.20)

(1.20) бағалауды (1.19) теңдiкке ескергенде, келесi теңсiздiк қорытылады

ν
d

dt

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ
∥∥∥∆̃un

t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+ ∥un
t (t)∥

2
V ≤ 3

κ

[
C ∥un(t)∥2V

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+K2
0

tˆ

0

∥∥∥∆̃un(s)
∥∥∥2
2,Ω

ds+ |F3|2 ∥ω∥22,Ω

 .

(1.21)

Ендi (1.21) өрнектi s бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдап және әлсiз шешiм үшiн алынған апри-

орлық бағалауларды қолдансақ, төмендегi интегралдық теңсiздiк алынады

ν
∥∥∥∆̃un(t)

∥∥∥2
2,Ω

+ κ
tˆ

0

∥∥∥∆̃un
t (s)

∥∥∥2
2,Ω

ds ≤ C7 + C8

tˆ

0

ν
∥∥∥∆̃un(s)

∥∥∥2
2,Ω

ds, (1.22)

мұндағы

C7 := ν
∥∥∥∆̃u0

∥∥∥2
2,Ω

+
3

κ
∥ω∥22,Ω

T2ˆ

0

|F3(s)|2 ds < ∞,

C8 :=
3

νκ

(
C(Ω) sup

t∈[0,T2]

∥un(t)∥2V +K2
0T

)
< ∞.

Мұнан кейiн, (1.22) өрнекке Гронуолл леммасын қолданғанда,

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

≤ 1

ν
C7e

C8T2 , ∀t ∈ (0, T2) (1.23)

бағалауы қорытылады. Егер (1.22) өрнектiң екi жағынан t ∈ [0, T2] бойынша супремум алып және

(1.23) бағалауды қолдансақ, онда төмендегi бағалау тұжырымдалады

sup
t∈[0,T2]

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+
∥∥∥∆̃un

t

∥∥∥2
L2(QT2

)
≤ C := C(ν,κ, C7, C8, T2) < ∞. (1.24)
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Теорема 1.3. Айталық, 1.1-теореманың шарттары орындалсын. Онда (1.1)-(1.4), (1.8) есебiнiң әлсiз

шешiмi жалғыз болады.

Дәлелдеуi 1.4. Бұл тұжырымның дәлелдеуi 3-дәрiстегi 1.3-теореманың дәлелдеуiне аналогты түрде

тұжырымдалады.
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