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    Көп айнымалы функцияларды дифференциалдық есептеу
                                   Арифметикалық n өлшемді кеңістік















Реттелген  нақты сандардан құралған  жүйесі өлшемді «нүкте», ал  сандары осы нүктенің координаттары деп аталады. Егер  болса, демек  жүйесі реттелген екі сандары арқылы берілсе, онда бұл жүйе жазықтықтағы нүктені (1-сурет), ал  болса, онда  жүйесі кеңістіктегі нүктені (2-сурет) анықтайды және, керісінше жазықтықтағы нүкте реттелген  сандарын, ал кеңістіктегі нүкте реттелген  сандарын анықтайды. Бұл жағдайда нүктенің бірінші координаты  абсцисса, екінші координаты  ордината, үшінші координаты z апликат деп аталады.  болған жағдайда  жүйесінің геометриялық бейнесін кескіндеу мүмкін емес.
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	өлшемді  және  нүктелері арасындағы қашықтық 


                  (7.1)





формуласы арқылы анықталады. Жазықтықпен кеңістікте бұл формула арқылы  және  нүктелерін жалғастыратын кесіндінің ұзындығы анықталады. Демек, жазықтықта  және  нүктелері берілсе, онда осы нүктелер арасындағы қашықтық


                                 ,                         (7.2)



ал кеңістікте  және  нүктелері арасындағы қашықтық 

                                       (7.3)




формулалары арқылы анықталады. Нүктелері арасындағы қашықтық (3.1) формуласы арқылы анықталатын  өлшемді нүктелер жиыны арифметикалық  өлшемді кеңістік деп аталады да,  белгіленеді.



Ашық және тұйық жиындар.  кеңістігінде  нүктесі және  саны берілсін.











жиыны - радиусы -ге тең,  центрі  нүктесінде жатқан ашық «шар». Жазықтықта бұл жиын центрі  нүктесінде жатқан, радиусы -ге тең ашық дөңгелек (3-сурет):


,



кеңістікте-центрі  нүктесінде жатқан, радиусы -ге тең ашық шар (4-сурет):








Анықтама 1  жиыны  нүктесінің маңайы деп аталады. Бұл жиынды  нүктесінің -маңайы деп те атайды.
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Сонымен, нүктенің -маңайы центрі осы нүктеде жатқан радиусы -ге тең ашық «шар» (жазықтықта-шеңберінсіз алынған дөңгелек, кеңістікте-сферасыз қарастырылған шар).


Анықтама 2 Егер  кеңістігіндегі  жиынына оның барлық нүктелері өзінің қандай да болмасын бір маңайынмен енсе, онда бұл жиын ашық деп аталады. Мұндай нүктелер жиынның ішкі нүктелері деп аталады. Демек, ашық жиын тек қана ішкі нүктелерден тұрады.


Анықтама 3 Егер  кеңістігіндегі  жиынының кез келген екі нүктесін осы жиында жататын сынық сызықпен жалғастыруға болса, онда бұл жиын байланысты жиын деп аталады.
Анықтама 4 Байланысты ашық жиын аймақ деп аталады. 
Төмендегі суретте жазықтықтағы аймақтың мысалдары келтірілген (штрихталған жиындар).






                            





Анықтама 5 Е арифметикалық  кеңістігінің кез келген нүктелер жиыны болсын. Егер  нүктесінің кез келген  маңайында Е жиынның -ден өзгеше ең кемінде бір нүктесі болса, онда  нүктесі Е жиынның шектік нүктесі деп аталады.


Егер осы нүктенің кез келген  маңайында Е жиынның нүктелерімен бірге Е-де жоқ нүктелерде бар болса, онда  нүктесі Е жиынның шекаралық нүктесі деп аталады.
Әлбетте, аймаққа енбейтін оның шектік нүктесі осы аймақтың шекаралық нүктесі болады.
Анықтама 6 Егер Е жиынның барлық шектік нүктелері өзінде жатса, онда Е тұйық жиын деп аталады.
Шекарасымен бірге қарастырылған аймақ тұйық жиын болады да, аймақтың тұйықталуы деп аталады. Осыған ұқсас, кейде аймақты ашық аймақ деп те атайды. Аймақтың ашықтығы оның анықтамасында екенін есте сақтаған жөн.
                                            Көп айнымалы функция








Анықтама 1 Егер белгілі бір ереже немесе заң бойынша М жиынындағы тәуелсіз ,  айнымалыларының әрбір қос  мәніне Z жиынынан алынған z-тің тек қана бір мәні сәйкес келсе, онда z айнымалысы М жиынындағы  ,  тәуелсіз айнымалыларының функциясы деп аталады да,  немесе , немесе , т.с.с белгіленеді.







Нақты сандар  пен -тің реттелген  қос мәні декарт жазықтығының А нүктесіне сәйкес келетін болғандықтан, екі айнымалды функцияларды жазықтықтағы нүктенің функциясы түрінде жазуға болады, яғни, ,  немесе , т.с.с.
Жоғарыдағы анықтамада сөз болған М жиыны функцияның анықталу аймағы деп аталады.




Егер  қос мәні М жиынынан алынса, онда  функцияның  және  болғандағы дербес мәні болады.











Анықталу облыстары көрсетіліп, аналитикалық жолмен немесе формуламен берілген функциялардың бірнеше мысалдарын келтірейік. Мына формула   барлық  қос мәндері үшін функцияны анықтайды. Мына  формула тек қана  теңсіздігін қанағаттандыратын  пен  мәндерде  функцияны анықтайды, ал мына  және  формулалар сәйкесінше  және теңсіздіктерін қанағаттандыратын  қос мәндерінде ғана функцияны анықтайды. Бұл мысалдардан, екі айнымалды функция үшін айнымалының өзгеру облысы есептің шартына қарай әртүрлі және күрделі болып келетінін көреміз. 
Осы қарастырылған екі айнымалды функция ұғымын n айнымалды функцияға жалпылауға болады.





Анықтама 2 Егер белгілі заң немесе ереже бойынша  айнымалыларының әрбір реттелген  мәндеріне  айнымалы -дың тек қана бір мәні сәйкестендірілсе, онда айнымалы -ды  айнымалды функция деп атайды және былай белгілейді:











	Ал  нақты сандарынан құралған әрбір реттелген  жүйесіне  өлшемді кеңістікте бір  нүктесі сәйкес келетін болғандықтан,  айнымалды функцияны  өлшемді арифметикалық кеңістіктегі нүктенің функциясы деп жазуға болады, яғни . 





Егер  функциясының  айнымалыларының  өлшемді кеңістіктегі М жиынының құрамынан шықпайтын нақты мәндерінде  функциясының толық анықталған бір мәні сәйкес келсе, онда М жиыны берілген  функциясының анықталу аймағы деп аталады.
                                        Көп айнымалы функцияның шегі.  	


Бізге хОу жазықтығының  Q аймағында анықталған  функциясы берілсін және  осы Q аймағының белгіленген нүктесі болсын.








Анықтама 3 Егер  үшін Q аймағындағы  нүктесіне жинақталатын кез келген нұктелер тізбегі   осы  нүктесіне ұмтылғанда оларға сәйкес  функциясының мәндер тізбегі  бір ғана А санына ұмтылатын болса, онда А саны  функциясының -ге ұмтылғандағы шегі деп аталады да, былай белгіленеді 


                                                .                                    (7.4)







Анықтама 4 Егер кез келген саны бойынша  санын   теңсіздігін қанағаттандыратын барлық М нүктелері үшін  теңсіздігі орындалатындай етіп табуға болса, онда А саны  функциясының  нүктесіндегі шегі деп аталады және  былай жазылады:



, 

	Бұл екі анықтама өзара эквивалентті. Бір айнымалды функциялардың шектері және оларды есептеу ережелерімен әдістері түгелдей көп айнымалды функцияларға да қолданылады.


Көп айнымалы функциясының үзіліссіздігі. Айталық,  функциясы Q аймағында анықталған болсын және  нүктесі Q жиынында жатқан осы жиынның шектік нүктесі болсын.





Анықтама 5 Егер  функциясының  нүктесі  -ге  ұмтылғандағы шегі оның  нүктесіндегі  мәніне тең, яғни 



 немесе 





болса, (мұндағы  және ), онда  функциясы нүктесінде үзіліссіз деп аталады.

Функция шегінің анықтамасын еске алсақ, функцияның  нүктесіндегі үзіліссіздігін мына түрде айтуға болады.






Анықтама 6 Егер кез келген  санына сәйкес  санын,  теңсіздігін қанағаттандыратын барлық М нүктелері үшін  теңсіздігі орындалатындай етіп табуға болса, онда  функциясы  нүктесінде үзіліссіз деп аталады. 










Мына  шамалардың әрқайсысы берілген  функциясының  және  айнымалыларының сәйкес өсімшелері, ал айырым  функцияның өсімшесі, яғни  екенін ескерсек, функцияның нүктедегі үзіліссіздігінің жоғарыда берілген анықтамасын былай тұжырымдауға болады: егер айнымалылардың ақырсыз аз өсімшелеріне берілген функцияның  ақырсыз аз өсімшесі сәйкес келсе, онда бұл функция  нүктесінде үзіліссіз болады. Демек, егер  функциясы  нүктесінде үзіліссіз болуы үшін  теңдігі орындалуы қажет.

Егер  функциясы Q аймағының әрбір нүктесінде үзіліссіз болса, онда ол Q аймағында үзіліссіз функция болады.

	хОу жазықтығындағы Q аймағының тұйықталуында үзіліссіз болатын  функциясының қасиеттері кесіндіде үзіліссіз болатын бір айнымалды функцияның қасиеттеріне ұқсас.

	1) Егер  функциясы шенелген тұйық жиында үзіліссіз болса, онда ол осы жиында шенелген функция болады. Демек; 



 теңсіздігін қанағаттандыратын  саны табылады.

	2) Егер  функциясы шенелген тұйық жиында үзіліссіз болса, онда ол осы жиында өзінің дәл төменгі және жоғарғы мәндерін қабылдайды.

	3) Егер  функциясы шенелген аймақтың тұйықталуында үзіліссіз болса, онда бұл функция осы жиында бірқалыпты үзіліссіз болады.
	
                                Дербес туындылар мен  дифференциалдар












Бізге кеңістіктің Q аймағында анықталған үзіліссіз  функциясы берілсін. Осы аймақта жататын  нүктесін аламыз. 	Егер  пен -ке тұрақты  мен  мәндерін беріп -ті өзгертетін болсақ, онда  бір айнымалы -тің ( маңайында) функциясы болады. Енді  мәніне өсімшесін берсек, онда функцияның





өсімшесін табамыз. Функцияның осы өсімшесі  бойынша алынған дербес өсімше деп аталады. Ал мына шек 







	функциясының  нүктесінде  бойынша алынған дербес туынды деп аталады да, келесі символдардың бірімен белгіленеді:







	Бұл символдардың төменгі жағында тұрған индекс туындының қай айнымалы бойынша алынатынын көрсетеді. Сондай-ақ,  пен  тұрақты, ал -ті айнымалы деп алып,







 функциясының  нүктесіндегі  бойынша алынған дербес туындысын анықтаймыз.



	Берілген  функциясының  бойынша алынған  нүктесіндегі дербес туындысы да осылай анықталады.
	Дербес туындыны есептеуде бір айнымалды функциясының туындысын табу ережелері түгелдей қолданылады.

	Берілген  функцияның кез келген бір айнымалысы бойынша нүктедегі дербес туындысы мен сол айнымалының өсімшесінің көбейтіндісі функцияның дербес дифференциалы деп аталады және былай белгіленеді: 









	Егер тәуелсіз айнымалы -тің  дифференциалын  өсімшесі деп алсақ, онда , сол сияқты  түрінде жазылады.
Көп айнымалы функцияның толық өсімшесі, толық дифференциалы және дифференциалдану шарты.





	Егер тәуелсіз айнымалылардың , ,  мәніне  өсімшелерін берсек, онда  функциясы  


 (7.5)

өсімшесін алады. Берілген функцияның осы өсімшесін оның толық өсімшесі деп атайды.







	Теорема 1 Егер , ,  дербес туындылар  нүктесімен оның қандайда болмасын бір   маңайында бар болып және осы нүктеде (-тің функциясы ретінде) үзіліссіз болса, онда берілген  функциясының толық өсімшесі мына түрде жазылады: 





,





	мұндағы  шамалары  өсімшелеріне тәуелді және -да -ларда 0-ге ұмтылатын ақырсыз аз шамалар.



	Теорема 2 Егер Q аймағында анықталған  функциясының осы аймақтағы  мен  нүктелері үшін толық өсімшесі 


                            (7.6)



түрінде жазылатын болса (А,В,С-тұрақтылар,  ), онда берілген функцияның  нүктесінде дербес туындылары бар болады.





	Анықтама Егер  функциясының толық өсімшесі (5) немесе (6) формулаларының бірімен өрнектелетін болса, онда бұл функция  нүктесінде дифференциалданатын функция деп аталады. Сонымен бірге, берілген функцияның толық өсімшесінің  сызықты бас бөлімі  оның толық дифференциалы деп аталады да,  немесе  деп белгіленеді.
	Сонымен үзіліссіз дербес туындылары бар кез келген көп айнымалды функция дифференциалданады.



	Тәуелсіз  – айнымалыларының өсімшелері олардың дифференциалдары деп алынатынын  ескерсек,  функцияның толық дифференциалы  немесе 




түрінде жазылады. Яғни көп аргументті функцияның толық дифференциалы оның дербес дифференциалдарының қосындысына тең.

	Мысал 4 Берілген  функцияның толық дифференциалын табу керек.



	Шешуі Бұл функцияның дербес туындыларын табайық.   демек, .






	Теорема 3 Егер  функциясы Q аймағының кез келген нүктесінде дифференциалданса, ал   функцияларының мәндері Q аймағында жатып  айнымалысы бойынша дифференциалданатын болса, онда күрделі функция    бойынша дифференциалданады және туындысы мына формула арқылы анықталады:


                                                     (7.7)


	Мысал 5  болсын. Сонда



	









Егер  функциясының айнымалылары     түрінде өрнектелетін (-тер екі айнымалыға тәуелді) және осы функциялардың аргументтері бойынша туындылары бар деп жорысақ, онда  күрделі функциясының тәуелсіз айнымалылар  және  бойынша алынған дербес туындылары былай өрнектеледі:
 

                       (7.8)


Мысал 6 Егер  болса. Онда 





                       Айқындалмаған функцияларды дифференциалдау

Теорема 4 Айқындалмаған  функциясы берілсін. 








Егер: 1)  функциясы  нүктесінде нөлге айналса; 2)  және  анықталған және үзіліссіз болатын  нүктесінің маңайы табылса; 3)  болса, онда  теңдеуін қанағаттандыратын  нүктесінің мейілінше кішкене аймағында бір мәнді үзіліссіз


                                                                                (7.9)

функциясы бар болады.






Теорема шарттарын қанағаттандыратын  функциясы  нүктесінің маңайында дифференциалданатын болса, онда  функциясы  нүктесінің маңайында дифференциалданады және оның  туындыларын келесі теңдеулерден табуға болады.


                                             (7.10)



Егер  функциясы жеткілікті рет дифференциалданатын болса, онда  (7.10) теңдіктер жүйесінен  функциясының жоғары ретті туындыларын біртіндеп табуға болады.

	               Жоғары ретті дербес туындылар мен дифференциалдар




	Егер  функциясының Q аймағында айнымалылардың  бірі бойынша дербес туындысы бар болса, онда бұл туындыны  айнымалыларының функциясы деп қарастырып және осы аймақтың  нүктесінде оның  айнымалылары бойынша дербес туындылары бар деп есептеп, одан екінші ретті дербес туынды алуға болады.


	Егер бірінші туынды  бойынша алынса, онда оның  бойынша алынған екінші ретті туындыларын былай белгілейді:









немесе 








	
	Келесі 3-ші, 4-ші тағы сол сияқты ретті туындылар да осылай анықталады. Әр түрлі айнымалылар бойынша алынған жоғары ретті туындыны аралас дербес туынды дейді.

	Мысал 7 Берілген  функциясының екінші ретті дербес туындыларын табайық.



,  

Енді екінші рет дифференциалдаймыз: 










	Аралас дербес туындылар жөнінде мынадай теорема орындалады.






	Теорема 5  функциясы Q облысында анықталып  осы облыста  туындылары бар болса, және  пен  туындылары  нүктесінде үзіліссіз болса, онда  теңдігі орындалады.


	 функциясының Q облысында бірінші ретті үзіліссіз туындылары болса, онда функцияның толық дифференциалы  деп мына формула бойынша анықталады:


,



мұндағы   тәуелсіз  айнымалыларының дифференциалдары (ақырсыз аз өсімшелері).





	Егер  функциясының екінші ретті үзіліссіз дербес туындылары бар болса, онда -тің бірінші ретті үзіліссіз дербес туындылары бар болады және осы  дифференциалының толық дифференциалы  берілген  функциясының екінші ретті дифференциалы деп аталады. Сонымен, дифференциалдау ережесін пайдаланып төмендегі формулаға келеміз:







немесе, аралас туындылардың өзара тең болатынын ескеріп, 


                                              (7.11)



теңдігіне келеміз.	Үшінші ретті дифференциал -те және одан жоғары ретті басқа дифференциалдар да осы сияқты анықталады. Жалпы функцияның -ші ретті дифференциалы
          
                                  [image: ]                                                   (7.12)

теңдігі арқылы анықталады.


	Мысал 7  болса,  неге тең болады?
	Шешуі Алдымен берілген функцияның екінші ретті дербес туындыларын табамыз, олар: 








Енді (7.11) формула бойынша .
	
                    Көп айнымалы функциялар үшін Тейлор формуласы



	Теорема 5 Егер  және оның -ге дейінгі барлық үзіліссіз туындылары  нүктесінің маңайында бар  және үзіліссіз болса, онда бұл функцияның осы нүктенің маңайындағы Тейлор қатары былай жазылады:

       (7.13)

Мұндағы Тейлор қатарының қалдық мүшесі 








және  ,    деп алынған. Бұл формуланы  функциясының Тейлор көпмүшелігі деп атайды.


 Көп айнымалы функцияны дифференциалдық қисаптаудың кейбір қолданулары 


	Фунцияның берілген бағыт бойынша туындысы. функциясының Р нүктесінде берілген  бағыты бойынша туындысы деп 


                                                          (7.14)




өрнегі арқылы анықталған туындыны айтады. Мұндағы 	 –  векторы мен  Ох өсінің оң бағыты арасындағы бұрыш. Сол сияқты үш айнымалыдан тәуелді  функцияның берілген бағыт бойынша туындысы 








формуласымен анықталады. Мұнда  бұрыштары  бағытының сәйкес координат өстерінің оң бағытымен жасайтын бұрыштары. Бұл бұрыштар  векторының бағыттаушы бұрыштары деп аталады, ал  бағыттаушы косинустар делінеді. Функцияның берілген бағыттағы туындысы осы функцияның сол бағыттағы өзгеру жылдамдығын көрсетеді (бағыттаушы бұрыштар координат өстерінің оң бағытынан бастап есептеледі).

	Мысал 1  функцияның Р(1;2) нүктесінде Ох өсімен 1200 бұрыш жасайтын бағыттағы туындысын табыңдар.


,


.

(7.14) формуланы қолданып, аталған туындыны табамыз:


.



	Функцияның градиенті.  функцияның  нүктесіндегі градиенті деп координат өстеріне проекциялары функцияның сәйкес дербес туындылары болатын векторды айтады:




Функцияның берілген бағыттағы туындысы мен оның градиентінің арасындағы байланыс келесі формуламен жазылады:


,

яғни, берілген бағыттағы туынды функция градиентінің дифференциалдау бағытындағы проекциясына тең.



	Функцияның нүктедегі градиенті осы функцияның деңгей сызығына тұрғызылған нормальмен бағыттас болады. Берілген нүктедегі функция градиентінің бағыты осы нүктедегі функцияның ең үлкен өсу жылдамдығының бағыты болады, яғни,  болса, онда функцияның осы бағыттағы туындысы -ның модуліне, демек  - ке  тең ең үлкен мәнін қабылдайды.

	Үш айнымалды  функцияның градиенті осыған ұқсас анықталады:




	Мысал 2  функцияның Р(1;1) нүктесіндегі градиентін табу керек.
	Шешуі Функцияның дербес туындыларын және Р(1;1) нүктесіндегі мәндерін есептейміз:


.

Сонда, .
	Бетке жүргізілген жанама жазықтық және нормаль. Бетке М (жанасу нүктесі)  нүктесінде жүргізілген жанама жазықтық деп осы нүкте арқылы өтетін бет бойындағы барлық қисықтарға М нүктесіне жүргізілген  жанамалар жататын жазықтықты айтады.
	Бетке жүргізілген нормаль деп жанама жазықтыққа жанасу нүктесінде жүргізілген перпендикуляр түзуді айтады.



	Декарт координат жүйесінде беттің теңдеуі  түрінде берілсін. 	– дифференциалданатын функция болса, онда бетке  нүктесінде жүргізілген жанама жазықтық теңдеуі:


               .               (7.15)



	Мұндағы, , ал  – жазықтық нүктесінің ағындағы координаттары. Нормальдың теңдеуі:


                       .                        (7.16)


	Мысал 3 М(2;-1;10) нүктесінде  бетіне жүргізілген жанама жазықтық пен нормальдің теңдеулерін табу керек.
	Шешуі Функцияның дербес туындыларын және М(2;-1;10) нүктесіндегі мәндерін есептейміз:


.



(7.15) және (7.16) формулаларды қолдансақ, жанама жазықтық теңдеуі  немесе  болады, ал нормаль түзудің теңдеуі






болады. Бет айқындалмаған теңдеуі арқылы берілген жағдайда, яғни   түрінде анықталса, онда беттің  нүктесіне жүргізілген жанама жазықтық пен нормалдің теңдеулері мына түрде жазылады:


                              (7.17)



               .                  (7.18)



	Мысал 4  бетіне  болатын нүктеде жанама жазықтық пен нормальдің теңдеулерін табу керек.




	Шешуі  мәндерін беттің теңдеуіне қойып, жанасу нүктесінің апликатасын анықтаймыз. Жанасу нүктесі . Теңдеудің сол жағын  деп белгілеп, функцияның дербес туындыларын және  нүктесіндегі мәндерін есептейміз:




(7.17) және (7.18) формулалар бойынша 
 



немесе 



жанама жазықтық теңдеуі, ал






нормальдің теңдеуі болады. Бұл теңдеуден ізделініп отырған нормаль  және  жазықтықтарының қиылысу сызығы екенін көреміз.
	Функцияның экстремумы, оның бар болуның қажетті және жеткілікті шарттары.


	Жазықтықтың Q аймағында анықталған үзліссіз  функцияны қарастырайық,  осы аймақтың белгіленген ішкі нүктесі болсын.








	Анықтама Егер  нүктесінің  маңайында  жатқан барлық нүктелер үшін    немесе   теңсіздігі орындалса, онда  функциясының  нүктесінде максимумы (минимумы) бар деп айтады.
	Көп айнымалды функцияның минимумы мен максимумын осы функцияның экстремумдары деп атайды.



	Теорема (функцияның экстремумы болуының қажетті шарты)  нүктесінде  функциясының экстремумы бар болу үшін, оның бірінші ретті дербес туындылары осы нүктеде нөлге тең, яғни  болуы немесе бұл туындылардың болмауы қажетті.
	Теорема (функцияның экстремумы болуының жеткілікті шарты).




	 функциясының бірінші ретті дербес туындылары  нүктесінде  шарттарын қанағаттандыратын болсын және осы нүктенің  маңайында осы функцияның екінші ретті үзіліссіз дербес туындылары бар болсын.


  

деп белгілесек, онда:



	1) егер  және  болса, онда   максимум нүктесі.



	2) егер   және  болса, онда  минимум нүктесі.


	3) егер  болса, онда  нүктесінде функцияның экстремумы жоқ.



	Ескерту: Егер  болса, онда  функциясының  нүктесінде экстремумы болуы да болмауы да мүмкін. Сондықтан мұндай жағдайда қосымша зерттеулер жүргізуге тура келеді.
	Енді жоғарыда айтылған тұжырымдарға бірнеше мысалдар келтірейік.

	Мысал 5  функциясын экстремумға зерттейік.
	Шешуі Дербес туындыларын табайық:


.



	Демек  нүктесі күдікті нүкте. Енді екінші ретті дербес туындыларын тауып  нүктесіндегі мәнін есептейміз.


. 
Сонда 

.



	Ендеше  нүктесі берілген функцияның минимум нүктесі болады және 









	Шартты экстремум. 	Егер Q аймағында анықталған  функциясы үшін осы аймақтағы  нүктесінің маңайындағы -тің барлық мәндерінде  немесе  теңсіздіктері тек   байланыс теңдеуі деп аталатын  теңдеуін қанағаттандыратын осы маңайдың барлық нүктелерінде орындалса, онда  функциясының  нүктесінде шартты минимумы немесе шартты максимумы бар деп айтады.
	Шартты максимум мен минимум жалпы атпен шартты экстремум деп аталады.





	Айнымалылары  шартын қанағаттандыратын  функциясын шартты экстремумға зерттеу үшін Лагранж функциясы деп аталатын  функциясын құрамыз. Мұндағы  саны Лагранж көбейткіші деп аталады. Осы функцияның экстремумы  функциясы үшін шартты экстремум болады.

	Лагранж функциясының  нүктесінде шартсыз (әдеттегі) экстремумы бар болу үшін




теңдіктерінің орындалуы қажет екені белгілі.


	Мысал  функциясының байланыс теңдеуі  болатын шартты экстремумын табу керек.

	Шешуі  теңдеуіне сәйкес шарты экстремумын табу үшін Лагранж функциясын құрамыз:


.
	Сонда 


.

	Демек, мына теңдіктер орындалуы керек:







	Осыдан  және .

	Ал 

,



сондықтан, егер  деп алсақ, 



	Яғни,  және . Демек, бұл нүктеде функцияның шартты минимумы бар болады.



	Ал  болса, онда  



	Яғни,  және . Ендеше бұл нүктеде функцияның шартты максимумы бар болады.

Сонымен  .

Функцияның ең үлкен және ең кіші мәндері. 

Шенелген D аймағының тұйықталуында  функциясының ең үлкен (ең кіші) мәндері осы аймақтың ішінде жатқан экстремумға күдікті нүктелердің біреуінде немесе D аймағының шекаралық нүктелерінде болуы мүмкін. Сондықтан функцияның ең үлкен (ең кіші) мәнін табу үшін, алдымен аймақтың ішіндегі экстремумға күдікті барлық  нүктелерді тауып, бұл нүктелердегі функция мәндерін, аймақтың шекарасындағы экстремумға күдікті нүктелеріндегі мәндерімен салыстырамыз. Осы табылған мәндердің ең үлкені (ең кішісі) функцияның осы облыстағы мәндерінің ең үлкені (ең кішісі) болады.
	


	Мысал 7  функциясының мына   аймақтағы ең кіші және ең үлкен мәндерін табу керек.
	Шешуі  Күдікті нүктелерін табамыз:

























	Осыдан . Күдікті нүкте  және . Шеңбер доғасының бойында , сондықтан . Осы бір айнымалды функцияның  кесіндісіндегі ең үлкен және ең кіші мәндерін табамыз.  болғандықтан  күдікті нүкте. Бұл мәнге шеңбердің екі нүктесі сәйкес келеді. . . Кесіндінің шеткі нүктелеріне мына нүктелер сәйкес келеді:, . Сол сияқты z функцияның  шекарадағы өзгерісін қарастырамыз.  Бұл жағдайда  Функция өзінің ең үлкен және ең кіші мәндерін келесі нүктелерде қабылдауы мүмкін:   . Бұл нүктелерде    . Ендеше , .
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