
12 дәріс. Ауыспалы таңбалы қатарлар. Абсолют және шартты жинақтылық ұғымдары. Функциялық қатар туралы түсінік. Дәрежелік қатарлар және оның анықталу аймағы. Функцияларды    дәрежелік қатарға жіктеу
1. АУЫСПАЛЫ ТАҢБАЛЫ ҚАТАРЛАР

Алдыңғы дәрісте біз мүшелері теріс емес қатарларды қарастырдық.  Барлық мүшелері оң емес сандық қатар белгілі қатардан тек (-1) көбейткішімен өзгешеленетін болғандықтан мұндай қатарды жинақтылыққа жеке зерттеу қажеттілік туғызбайды. Мүшелері оң да теріс те болып келетін қатарларды айнымалы таңбалы қатарлар дейміз. Мұндай қатарларды жинақтылыққа зерттеудің өзіндік ерекшеліктері бар. Алдымен айнымалы таңбалы қатарлардың дербес жағыдайы болып табылатын ауыспалы таңбалы қатарды қарастырайық. 
Мынадай мысал [5, 105-бет] қарастырайық. Қазымыр сатып алушы тәжірибесіз сатушыдан  1 кг қант сатып алмақшы. 
Сатушы таразыға қант салып өлшеген кезде оның салмағы  [image: ] болып, 1 килограммнан артық болсын, [image: ]. Осы кезде сатушы қанттың біраз бөлігін, оны [image: ] деп белгілейік, алып тастайды. Әрине [image: ] болатыны түсінікті. Нәтижесінде таразыда [image: ] мөлшерде қант қалды. Өлшеген кезде оның салмағы 1 кг аз екені белгілі болсын, [image: ]. Сатушы біраз [image: ] қант, [image: ], қосу керек. Таразыдағы қант мөлшері [image: ] болады. Өлшеген кезде, 1 кг-ден артық болсын, [image: ]. Сатушы қажетті салмақты алғанша осылай жалғастыра береді. Нәтижесінде біз мынадай сандық қатар алдық:

[image: ]

Шыққан қатар таңбасы ауысып келген қатар, яғни қатар тұрған екі мүшесінің таңбалары әртүрлі. 
Сонымен, таңбасы ауысып келген қатарға мынадай анықтама беруге болады.
Анықтама. Қатар тұрған екі мүшесінің таңбалары әртүрлі болып келген қатарды 

[image: ]                       (1)

таңбасы ауысып келген қатар деп айтамыз, мұндағы, барлық  [image: ] 
Таңбасы ауысып келген қатар жинақталуы мынадай теорема көмегімен шешіледі. 
Теорема (Лейбниц белгісі). Егер таңбасы ауысып келген (1) қатардың мүшелері бірсарынды өспейтін 

 [image: ]                                              (2)

және [image: ] жағдайда жалпы мүшесі нөлге ұмтылатын болса,
 
[image: ],                                                     (3) 

онда  (1) қатар жинақталады және оның мүшелерінің қосындысы қатардың бірінші мүшесінен артпайды, яғни [image: ]. 
Дәлелдеуі. Қатардың жұп ретті [image: ] дербес қосындысындылар

[image: ], [image: ], ...,  

		[image: ]. 

тізбегін қарастырайық.  Бұл тізбек өспелі ([image: ]артқан сайын жақшадағы оң қосылғыштар саны артады) және шенелген ([image: ] дербес қосындыны
[image: ]

түрінде жазылуынан  [image: ] болатындығы көрініп тұр.). Монотонды өспелі, жоғарыдан шенелген тізбектің міндетті түрде шегі бар болатындықтан, мына [image: ]шек бар болады. 
Сонымен қатар, [image: ]теңсіздігінде [image: ]жағдайында шекке көшсек [image: ]болатындығы шығады. 
Енді қатардың тақ ретті [image: ] дербес қосындылар тізбегін қарастырайық. Мына қатынас дұрыс:

		[image: ]. 

Теоремадағы (3) шартты ескеріп, шекке көшейік:

[image: ].

Сонымен, кез келген [image: ](жұп және тақ) үшін [image: ], олай болса, қатар жинақталады. 
1-мысал. [image: ] сандық қатарды жинақтылыққа зерттеу керек.
Шешуі. Қатар таңбасы ауысып келген, жалпы мүшесі  [image: ]. Оның жинақталуын анықтау үшін Лейбниц теорема-сындағы екі шарттың орындалуын тексереміз. Бірінші шарты  [image: ] орындалып тұр. Екінші шарты да [image: ] орындалады. Демек, берілген қатар жинақталады.
Таңбасы ауысып келген қатар келесі қаралатын айнымалы таңбалы қатардың дербес жағыдайы болып табылады. 

2. АЙНЫМАЛЫ ТАҢБАЛЫ ҚАТАРЛАР

Мүшелері оң да, теріс те болып келетін қатарларды айнымалы таңбалы қатарлар дейміз.  Айталық,
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қатар айнымалы таңбалы қатар болсын, яғни кез келген мүшесі оң да, теріс те бола алады. 
Теорема (айнымалы таңбалы қатарлар жинақталуының жеткілікті белгісі). (4) қатар мүшелерінің абсолют шамаларынан құрылған 

[image: ]                                         (5)

қатар жинақталса, онда айнымалы таңбалы қатар жинақталады. 
Дәлелдеуі. (4) қатардың оң таңбалы мүшелерінің қосындысын  [image: ] деп, ал теріс таңбалы мүшелерінің қосындысын  [image: ] деп белгілейік. Сонда (4) қатардың дербес қосындысы түрінде, ал  (5) қатардың дербес қосындысы 

[image: ]

түрінде болады. Теорема шарты бойынша (5) қатар жинақталады, яғни [image: ]ақырлы шегі бар. 
[image: ] және [image: ] тізбектері өспелі (себебі, [image: ] артқан сайын [image: ] және [image: ] де өседі) және шенелген ([image: ], [image: ]). Монотонды өспелі, жоғарыдан шенелген тізбектің міндетті түрде шегі бар болатындықтан, мына [image: ], [image: ]шектер бар болады. Онда дербес қосындылар [image: ] шегі де бар, демек, (4) қатар жинақталады.
Бұл теореманың керісінше тұжырымы дұрыс бола бермейді. Яғни (5) қатар жинақталмайтын болғанда, (4) қатар жинақталуы мүмкін.
2-мысал. Қатарды жинақтылыққа зерттеу керек:
[image: ]

Шешуі. Қатардың абсолют шамаларынан құрылған 

[image: ]

қатар гармоникалық қатар болады. Оның жинақталмайтын қатар екені белгілі. Ал берілген қатардың өзі таңбасы ауыспалы қатар болып тұрғандықтан Лейбниц белгісін қолданып, жинақтылығын анықтайық. Бірінші шарты  [image: ] да, екінші шарты да [image: ] орындалады. Демек, берілген қатар жинақталады.
	Енді мынадай анықтамалар енгіземіз.
	1-анықтама. Айнымалы таңбалы қатар мүшелерінің абсолют шамаларынан құрылған қатар жинақталса, қатар абсолютті жинақталады деп аталады.
2-анықтама. Айнымалы таңбалы қатар мүшелерінің абсолют шамаларынан құрылған қатар жинақталмай, қатардың өзі жинақталса, қатарды шартты жинақталады деп аталады.
Сонда 2-мысалдағы қатар шартты жинақталатын қатар екен. 
Ауыспалы таңбалы қатардың қосындысын жуықтап есептеу. 
Лейбниц теоремасындағы [image: ] шарты қатардың [image: ] қосындысы ретінде оның [image: ] дербес қосындысын алғанда кететін қателікті бағалауға мүмкіндік береді. 

[image: ] 

[image: ]

Мұндағы, [image: ] - қалдық және ол өз кезегінде ауыспалы таңбалы қатар болып, бірінші мүшесінен артпайды [image: ]. 
3-мысал. [image: ] сандық қатардың қосындысын жуықтап есептеу керек.
Шешуі. Берілген қатардың абсолют шамаларынан құрылған 

[image: ]
қатар жинақталады. Себебі, 

[image: ]

[image: ].

Даламбер белгісі бойынша [image: ] қатар жинақталады. Олай болса, берілген қатар абсолютті жинақталады. Демек, оның ақырлы қосындысы бар, бізге сол қосындыны жуықтап есептеу керек.  Бастапқы төрт мүшесінің қосындысын есептеп, кеткен қателікті бағалап көрейік. 

[image: ].

Енді қателігін есептейік,   [image: ].

Демек, қатардың қосындысы [image: ]. Және бұл жуық есептеудегі  кететін қателік 0,00032-ден артпайды екен.
Абсолютті және шартты жинақталатын қатардың мынадай қасиеттері бар: 
1. Егер қатар абсолютті жинақталатын болса, онда мүшелерінің орнын кез-келген ретте ауыстырғаннан пайда болған қатар абсолютті жинақталатын қатар болады және оның қосындысы бастапқы берілген қатар қосындысына тең болады. 
2. Егер қатар шартты жинақталатын болса, онда қатарды мүшелерінің орнын қалауымызша ауыстыру арқылы алдын ала берілген санға жинақталатындай етуге немесе тіпті жинақталмайтындай етуге де болады. 



Теориялық сұрақтар: 
· Ауыспалы таңбалы қатар жинақталуының Лейбниц белгісін тұжырымда.
· Абсолютті жинақталатын қатар деп қандай қатарды айтамыз?
· Шартты жинақталатын қатар деп қандай қатарды айтамыз?
· Ауыспалы таңбалы қатардың қосындысын жуықтап есептеуде Лейбниц белгісін қалай қолданатынымызды түсіндір.
		
1. ДӘРЕЖЕЛІК ҚАТАРЛАР
Алдыңғы дәрістерде біз сандық қатарларды, яғни мүшелері сандар болатын қатарларды қарастырдық. Енді мүшелері функция, дербес жағдайда дәрежелік функция болатын қатарды қарастыруға көшейік. 
Анықтама. Дәрежелік қатар деп мынадай қатарды айтады:

[image: ]                            (1) 

мұндағы, [image: ] - айнымалы шама, ал [image: ]- сандар, олар қатар коэффициенттері деп аталады.
	[image: ] айнымалы шаманың түрлі сандық мәндерінде дәрежелік қатар сандық қатарға айналады. Ол сандық қатарлар жинақталуы немесе жинақталмауы мүмкін. 
Анықтама. (1) дәрежелік қатар жинақталатын сандық қатарға айналатын [image: ] айнымалы шама жиыны дәрежелік қатардың жинақталу облысы деп аталады. 
	Кез келген дәрежелік қатар [image: ] мәнінде жинақталатын сандық қатарға айналады, яғни жинақталатын қатар болады. 
Дәрежелік қатардың жинақталу мәселесі мына теорема көмегімен шешіледі.
Теорема (Абель теоремасы). 1) Егер  дәрежелік қатар [image: ]-тің [image: ] мәнінде жинақталатын қатар болса, онда ол [image: ] теңсіздігін қанағаттандыратын [image: ]-тің барлық мәндерінде абсолютті жинақталады. 2) Егер дәрежелік қатар [image: ]-тің [image: ] мәнінде жинақталмайтын қатар болса, онда ол [image: ] теңсіздігін қанағаттандыратын [image: ]-тің барлық мәндерінде де жинақталмайды.
Дәлелдеуі. Теореманың бірінші бөлігін дәлелдейік. Теорема шарты бойынша (1) дәрежелік қатар [image: ] мәнінде жинақталады, яғни [image: ] сандық қатар жинақталады. Сонда сандық қатар жинақталуының қажетті шарты бойынша [image: ] жағдайда қатардың  [image: ] жалпы мүшесі нөлге ұмтылады. Сондықтан [image: ] тізбегі шенелген тізбек, яғни қандай да бір [image: ] саны табылып 
[image: ] [image: ]
теңсіздігі орындалады. Бұдан [image: ] теңсіздігін қанағаттандыратын барлық [image: ]-тер үшін 

[image: ]    [image: ]                              (2)

теңсіздігі  дұрыс болатындығы көрінеді.
  (1) қатарды өзгертіп,

 [image: ]                   (3)

түрінде жазайық. Осы қатардың абсолют шамаларының қатарын жазып алайық:

[image: ]                         (4)

 (4) қатар мүшелері, (2) теңсіздік негізінде, 

[image: ]                                  (5)
қатар мүшелерінен кіші болады. (5) қатар еселігі [image: ] болатын геометриялық прогрессия, яғни ол жинақталатын қатар. Бұдан [image: ] теңсіздігін қанағаттандыратын[image: ]-тер үшін, салыстыру белгісі бойынша  (1) қатардың жинақталатыны, оған қоса  абсолютті жинақталатындығы шығады. Теореманың бірінші бөлігі дәлелденді. 
Теореманың екінші бөлігін дәлелдейік. Теорема шарты бойынша (1) дәрежелік қатар [image: ] мәнінде, яғни [image: ] қатары жинақталмайтын қатар. Енді бұл қатардың [image: ] теңсіздігін қанағаттандыратын [image: ]-тің барлық мәндерінде де жинақталмайтындығын көрсетеміз. Кері жорыймыз, яғни [image: ] теңсіздігін қанағаттандыратын [image: ] үшін [image: ] қатар жинақталады деп алайық. Сонда, алдыңғы дәлелденген бірінші бөлім бойынша [image: ] болғандықтан [image: ] қатары жинақталуы керек. Ал бұл теореманың шартына қайшы. Олай болса, [image: ] теңсіздігін қанағаттандыратын [image: ] үшін [image: ] қатары жинақталмайды. Теореманың екінші бөлігі де дәлелденді. 
Абель теоремасынан [image: ] болғанда қатар жинақталып, [image: ] болғанда қатар жинақталмайтындай, қандай да бір  [image: ]санының бар болатындығы шығады. Осы [image: ] саны дәрежелік қатардың жинақталу радиусы деп аталады. Ал [image: ] интервал дәрежелік қатардың жинақталу интервалы деп аталады. Осы интервалдың ұштарында, яғни [image: ] нүктелерінде қатар жинақталуы немесе жинақталмауы мүмкін. Сондықтан интервал ұштарында қатарды жинақтылыққа қосымша зерттеу керек болады.  Енді дәрежелік қатардың жинақталу радиусын табу мәселесіне көшейік. 
(1) дәрежелік қатардың абсолют шамаларынан құрылған қатарды қарастырайық
 
[image: ]                          (6) 

[image: ] айнымалыны уақытша тұрақты деп қарастырсақ, қатар сандық қатар болады. Сандық қатар жинақталуының Даламбер белгісі бойынша, қатар жинақталады, егер 

[image: ]

шек 1-ден кіші болса, яғни

[image: ]   немесе   [image: ].

Егер осы шек бар болса, ол қатардың жинақталу радиусы болады. Сонымен, дәрежелік қатардың жинақталу радиусы:

[image: ].                                                      (7)

1-мысал. [image: ] қатардың жинақтылық интервалын анықтап,  интервал ұштарында жинақтылыққа зерттеу керек. 
Шешуі. Қатардың жинақталу радиусын (7) шекті қолданып табайық. Мұнда, [image: ]. Шек есептейік:
[image: ].

Демек, қатардың жинақталу интервалы [image: ].
Енді  интервал ұштарында, яғни  [image: ] болғандағы сандық қатарларды жинақтылыққа зерттейік.
[image: ] болғанда дәрежелік қатардан [image: ] гармоникалық қатар аламыз. Ал ол жинақталмайтын қатар екендігі белгілі. Олай болса, [image: ]  жинақтылық облысына кірмейді.
 [image: ] болғанда дәрежелік қатардан [image: ] таңбасы ауыспалы қатар аламыз. Лейбниц белгісі бойынша бұл қатар жинақталатын қатар. Олай болса, [image: ]  жинақтылық облысына кіреді. 
Сонымен, берілген дәрежелік қатардың жинақталу облысы [image: ] болады екен.
2-мысал. [image: ] қатардың жинақталу облысын анықтау керек.  
Шешуі. Қатардың жалпы мүшесінің коэффициенті [image: ]және [image: ]Шек есептейік

[image: ]

[image: ].

Демек, қатар тек бір нүктеде, [image: ] нүктесінде ғана жинақталады екен.
3-мысал. [image: ] қатардың жинақталу облысын анықтау керек.  
Шешуі. Қатардың жалпы мүшесінің коэффициенті [image: ]. Шек есептейік:

[image: ]

Демек, қатар [image: ] интервалда, яғни бүкіл сан осінде  жинақталады.

Дәрежелік қатар қасиеттері:
Айталық [image: ]функциясы дәрежелік қатардың қосындысы болсын, яғни

 [image: ]                      (8)

Қатардың жинақталу интервалы [image: ] болсын.
1. Егер [image: ] функциясы [image: ] интервалында (8) дәрежелік қатарға жіктелсе, онда функция осы интервалда дифференциалданады және туындысы (8) қатарды мүшелеп дифференциалдағанға тең, яғни:

[image: ]

Алынған қатардың жинақталу интервалы (8) қатардікіндей болады.
2. Егер [image: ] функциясы [image: ] интервалында (8) дәрежелік қатарға жіктелсе, онда функция осы интервалда интегралданады және интегралы (8) қатарды мүшелеп интегралдағанға тең, яғни:

[image: ]

мұндағы, [image: ]. Алынған қатардың жинақталу интервалы (8) қатардікіндей болады.
	Бұл қасиеттер дәрежелік қатарды өзінің жинақталу облысында мүшелеп дифференциалдауға немесе интегралдауға болатындығын көрсетеді. Осы қасиеттерді алдағы уақытта жиі қолданатын боламыз. 



Теориялық сұрақтар: 
· Дәрежелік қатардың жинақталу облысы дегеніміз не?
· Абель теоремасынан қандай қорытынды жасауға болады?
· Дәрежелік қатар қасиеттерінің қолданылуын түсіндір.
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