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Тақырыптың негізгі сұрақтары:
1. Анықталған интеграл. Анықталған интегралдың геометриялық және физикалық мағыналары. 
2. Анықталған интегралдың қасиеттері.
3. Анықталған интегралды есептеу. Ньютон-Лейбниц формуласы.

Дәріс тезисі
Қисық сызықты трапецияның ауданын есептеу есебі анықталған интеграл ұғымына әкеледі. Қисық сызықты трапеция  Ох өсімен, y=f(x) функциясымен,   x=a және x=b түзулерімен шектелген, яғни  трапеция   Ох осінің жоғарғы жағында орналасқан. Трапецияның табанын, яғни a,b интервалын x0,x1,x1,x2,…,xn-1,xn түріндегі n бөлік интервалдарға бөлеміз, мұндағы a=x0x1x2…xn-1xn=b.
a,b кесіндісіндегі бөлінген нүктелерден ординат осіне параллель түзулер жүргізу арқылы, Қисық сызықты трапецияны  n бөлік трапецияларға бөлеміз. Әрбір бөлік интервалдан 1,2,…,т, нүктелерін x01x1, x12x2, …, xn-1nxn. болатындай етіп аламыз.   1,2,…,n) мәндерін қарастырамыз.



Нәтижесінде, барлық бөлік трапециялардың аудандарын қосып, қисық сызықты трапецияның ауданын аламыз  	S=Sn=ixi, мұндағы xi=xi-xi-

ixi     n-ші интегралдық қосынды деп аталады.




ixi=xdx  анықталған интеграл деп аталады, a - интегралдаудың төменгі шегі, b - интегралдаудың жоғарғы шегі.

Теорема (Анықталған интеграл бар болуы жайындағы). Егер (x) функциясы a,b тұйық интервалында үзіліссіз болса,  онда оның n-ші интегралдық қосындысы, ең үлкен бөлік интервалы нольге ұмтылғанда, шекке ұмтылады. Бұл шек, яғни xdx анықталған интегралы, интегралдау интервалын бөлік интервалдарға қалай бөлгендігіне және олардағы аралық нүктелердің алынуына тәуелді емес. 
Анықталған интегралдың қасиеттері.
Теорема (қосындының интегралы жөнінде). Ақырлы санды функциялардың қосындысының шегі әр функцияның интегралдарының қосындысына тең:

,
мұндағы  u,v,…,w – функциялары  x тәуелсіз айнымалыға қатысты анықталған.
Теорема (тұрақты көбейткішті шығару жөнінде). Интеграл ішіндегі тұрақты көбейткішті интеграл символының алдына шығаруға болады:

,
мұндағы  u – функциясы x  аргументіне қатысты анықталған, с - константа.
Теорема (шектерінің орындарын ауыстыру жайында). Егер интегралдың төменгі және жоғарғы шектерінің орындарын ауыстырсақ, онда интеграл таңбасын ауыстырады:

.


Егер  a=b болса, онда , себебі .
Теорема (интегралдау интервалын бөлу жайында). Егер a,b интегралдау интервалы a,c және c,b бөліктерге бөлінсе, онда

.
Интегралды бағалау. Орта мән жайындағы теорема.  Ньютон-Лейбниц формуласы. Анықталған интегралдағы айнымалыны ауыстыру және бөліктеп интегралдау.
Ньютон-Лейбниц формуласы арқылы анықталған интегралды шешуді және оны бағалау жолдарын қарастырамыз.
Теорема (анықталған интегралды бағалау жөнінде). Анықталған интегралдың мәні интеграл ішіндегі функцияның ең үлкен және ең кіші мәндерінің интегралдау интервалына көбейтінділерінің арысында болады, яғни 

m(b-a)<<M(b-a), a<b,
мұндағы m және M- мәндері f(x) функциясының  a;b интервалындағы  сәйкес ең үлкен және ең кіші мәндері.
Теорема. Егер  a;b интервалының әрбір x нүктесінде
(x)f(x)(x) болса, онда 


Теорема (орта мән жайында).   a;b интегралдау интервалында


                   
теңдігі орындалатындай ең болмағанда бір x= нүктесі бар болады.
	
Теорема. Анықталған интегралдың мәні интеграл астындағы функцияның кез келген алғашқы функциясының жоғарғы және төменгі шектерінің айырымына тең:

, мұндағы F(x)=f(x)		
Бұл теңдік  Ньютон – Лейбниц формуласы деп аталады.
		     


Мысал. =.

Анықталған интегралдағы айнымалыны ауыстыру және бөліктеп интегралдау.
1. Бөліктеп интегралдау формуласы:	

       
2. Айнымалыны ауыстыру формуласы:
Айталық x=(u) болсын, онда келесі формула дұрыс болады:


Егер u1, u2 интервалында x=(u), (u) және (u) функциялары үздіксіз және (u1)=x1, (u2)=x2 болса, онда




f(x) функциясынан a интервалында алынған меншіксіз интеграл   интегралының b ұмтылғандағы мәні, яғни

.
Егер көрсетілген шек бар болса, онда меншіксіз интеграл жинақты, ал егер шегі болмаса, онда жинақсыз деп аталады. 
Ньютон – Лейбниц формуласының көмегімен, алатынымыз

F(b)F(a)=F()F(a), 
егер a,) интервалы болса,


F(a)F(-) , 
егер a интервалы болса.
Егер f(x) функциясы барлық сан осінде анықталған және үздіксіз болса, онда ()  интервалында меншіксіз интегралды төмендегідей етіп қарастыруға болады

.

Егер оң жақтағы екі интеграл да жинақты болса, онда  интегралы жинақты деп аталады.
Егер  F(x) алғашқы образ белгілі болса, онда 

=F()F(),


мұндағы F(+)=, F()=.
Егер бұл шектердің ең болмағанда біреуі болмаса, онда  меншіксіз  интеграл жинақсыз.

Мысал.    интегралы жинақты, себебі



 интегралы жинақсыз, себебі


Интегралдарды жинақтылыққа тексеру үшін келесі белгіні қолданамыз.    


Салыстыру белгісі. Айталық барлық x үшін 0f(x)(x) теңсіздігі орындалсын. Онда: 1) егер  интегралы жинақты болса, онда интегралы да жинақты;


2) егер   интегралы жинақсыз болса, онда  интегралы да жинақсыз.

Меншіксіз интеграл математика және оның қосымша салаларында кең қолданылады, мәселен,  түріндегі интеграл  Пуассон интегралы деп аталып, ықтималдықтар теориясында маңызды роль атқарады. 

Бекіту сұрақтары
1. Анықталған интеграл. Анықталған интегралдың геометриялық және физикалық мағыналары. 
2. Анықталған интегралдың қасиеттері.
3. Анықталған интегралды есептеу. Ньютон-Лейбниц формуласы
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