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КІРІСПЕ 

 

Математика табиғи процестердің математикалық моделін зерттейді. Кез 

келген математикалық модель белгілі деңгейде жуық болып табылады. 

Математикалық модель құру кезінде қарастырылып отырған құбылыстың 

барынша маңызды, басым ерекшеліктерін қамтуға тырысады. Екінші жағынан, 

аналитикалық немесе сандық есептеулер құбылыс туралы қажетті ақпарат беру 

үшін модель жеткілікті деңгейде қарапайым болуы керек.  

Зерттеудің өзектілігі. Физика, химиялық кинетика, математикалық 

биология және басқа да көптеген салалардағы модельдер дифференциалдық 

теңдеулер түрінде сипатталады. Математикалық модель құру кезінде 

құбылысқа әсері шамалы деп есептелетін кейбір шамалар ескерілмейді. 

Нәтижесінде модельді айтарлықтай жеңілдетуге болады. Мұндай жеңілдетулер 

көбінесе физикалық түйсікке сүйенеді. Бірақ осы ескерілмеген шамалардың 

рөлі туралы сұрақ туындалады. Олардың құбылысқа әсері шынымен әлсіз бе, 

немесе керісінше, құбылыс туралы математикалық модельден алатын 

ақпаратты айтарлықтай өзгертеді ме? Осы сұрақтарға дұрыс жауап беру үшін 

алдыңғы модельде әсері шамалы деп алынып тасталған мүшелерді қамтитын 

кеңейтілген модельді қарастыру қажет. Әрі қарай, осы екі модельдің, яғни 

кеңейтілген және қарапайым модельдердің шешімдерінің қаншалықты жақын 

екені қарастырылады. Әдетте құбылысқа әсері аз деп саналатын факторларды 

ескергенде, кеңейтілген модельде қарапайым модельмен салыстырғанда өте аз 

көбейткішке ие қосымша мүше пайда болады. Осы өте аз көбейткішті кіші 

параметр деп атайды. Егер математикалық модель дифференциалдық теңдеу 

болса, онда кіші параметрдің зерттелетін құбылысқа әсері туралы сұрақ, 

дифференциалдық теңдеулердің шешімдерінің кіші параметрге тәуелділігін 

зерттеуге келіп тіреледі. Ал құрамында кіші параметрі бар кеңейтілген 

дифференциалдық теңдеу ауытқыған теңдеу деп аталады. Ауытқыған 

теңдеулер екі түрге бөлінеді: сингулярлы ауытқыған және регулярлы 

ауытқыған. Олардың анықтамасын бермей, сапалық жағынан айырмашылығын 

келесідей айтуға болады: егер ауытқыған есеп шешімі мен ауытқымаған есеп 

шешімі арасындағы айырмашылық аз ғана болса, онда регулярлы ауытқыған, 

ал кері жағдайда, яғни айырмашылық айтарлықтай үлкен болса, сингулярлы 

ауытқыған дейді. Немесе жоғары ретті туындыларында кіші параметрі бар 

дифференциалдық теңдеулерді сингулярлық ауытқыған теңдеулер деп айтуға 

болады. Келесі авторлардың: Л. Шлезингер [1], Г.Д. Биркгоф [2], П. Нуайон [3], 

В. Вазов [4], А.Х. Найфе [5], А.Н. Тихонов [6,7], М. И. Вишик, Л.А. Люстерник 

[8,9], Н.Н. Боголюбов, Ю.А. Митропольский [10], А. Б. Васильева және В.Ф. 

Бутузов [11,12], Р.Э. О' Мэлли [13,14], Д. Р. Смит [15], В. Экхаус [16], К.В. Чанг 

және Ф. А. Хаус [17], Дж. Кеворкиан және Дж.Д. Коул [18], Сандерс және Ф. 

Верхулст [19], Е. Ф. Мищенко, Н. Х. Розов [20], С.А. Ломов [21], М.И. 

Иманалиев [22], Қ.Ә. Қасымов [23-25] жұмыстарында осы типтегі теңдеулер 

теориясы құрылды және дамыды. 

Сингулярлы ауытқыған теңдеулерге қызығушылық, олардың диффузия, 
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химиялық кинетика [26], математикалық биология [27, 28], физика, 

гидродинамика [29], техника [30, 31] және басқа да көптеген қолданбалы 

есептердің математикалық модельдері болып табылатындығымен түсіндіріледі. 

Ал енді нақты өмірдегі мысалдарды келтірсек, сингулярлық толқын кенеттен 

күш қолданылған жағдайда пайда болады, осыған мысал, жер сілкінісі апатты 

цунами толқынын әкелуі мүмкін [32], температураның кенеттен өзгерісі кеуекті 

материал үшін жылу цунамиін әкелуі мүмкін [33], ал сингулярлы сызықты емес 

осциллятор өте қызық түрде өзгереді [34]. Қазіргі уақытта сингулярлық 

толқындық қозғалыстар математикадағы өзекті тақырыпқа айналуда [35], 

әсіресе квази-периодты бифуркациялар [36], сингулярлық диссипациялар [37] 

және т.б.  

Әртүрлі титпегі сингулярлы ауытқыған есептер көптеген кітаптарда [11-14, 

38, 39, 40] талқыланады. Бұл есептер кіші параметрлерге тәуелді болғандықтан, 

шешім кіші параметр нөлге ұмтылғанда бірқалыпты сипатқа ие болмайды.  

Кейбір сингулярлы ауытқыған есептерді зерттеу кезінде кіші параметр 

нөлге ұмтылғанда, бұл есептің шешімі бастапқы шарттары өзгертілген 

ауытқымаған есептің шешіміне ұмтылады. Бұл жағдайда шешім үшін бастапқы 

секіріс құбылысы орындалады дейді. Бастапқы секірісті сызықты емес 

қарапайым дифференциалдық теңдеулер үшін Коши есептерін зерттеу М.И. 

Вишик, Л.А. Люстерник [40] және Қ.Ә. Қасымов [41] еңбектерінен басталды. 

Қ.Ә. Қасымов бастапқы секірісі бар сингулярлы ауытқыған сызықты емес 

жүйелердің, интегро-дифференциалдық теңдеулердің және дербес туындылы 

гиперболалық теңдеулердің жалпы жағдайларын зерттеді [42-49] және [50,51] 

жұмыстарында жалғасын тапты.  

Сонымен қатар, кейбір шеттік есептерді зерттеу кезінде шешімнің бастапқы 

нүктедегі кейбір туындылары параметрдің жеткілікті аз мәнінде шексіз үлкен 

болатын жағдайлар туындайды. Бұл жағдайларда шеттік есеп бастапқы секірісі 

бар көмекші Коши есебіне пара-пар болып шығады. Мұндай есептер бастапқы 

секірісті шеттік есептер деп аталады [52]. Сингулярлы ауытқыған жай 

дифференциалдық және интегралды-дифференциалдық теңдеулерге арналған 

бастапқы секірісі бар шеттік есептер [53-56] еңбектерінде зерттелді. 

Кіші параметрі бірнеше жоғарғы туындыларының алдына кіретін жоғарғы 

ретті дифференциалдық және интегралды-дифференциалдық теңдеулерге 

арналған шеттік есептер [57-61] жұмыстарында қаралды. Бұл есептердің 

ғылыми жаңалығы кіші параметр нөлге ұмтылғанда шешімнің кейбір 

туындылары кесіндінің бастапқы нүктесінде ғана емес, екінші шетінде де 

шексіздікке кететіндігінде. Бұл құбылыс шекаралық секіріс құбылысы деп 

аталады.  

Сингулярлы ауытқыған есептердің шешімдерін жуықтаудың әртүрлі 

асимптотикалық әдістері бар. Ол әдістер кез-келген дәлдікте бірқалыпты 

жуықтауды құруға мүмкіндік береді. Сингулярлы ауытқыған есептер 

шешімдерінің асимптотикалық шешімдерін құрудың негізгі әдістерінің бірі 

болып шекаралық функциялар әдісі табылады [8, 11, 12, 22].  

Сингулярлы ауытқыған дифференциалдық теңдеудің келесі моделін 

қарастырайық 
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мұндағы −  оң кіші параметр. Бұл жүйе Тихонов типіндегі жүйе деп аталады. 

Осы жүйеге негізделген шектік көшу теоремасы Тихонов теоремасы деп 

аталады [11-13]. Егер қарастырылып отырған аймақта Тихонов теоремасының 

шарттары орындалса, онда сингулярлы ауытқыған есептерді шешу үшін 

шекаралық функциялар әдісін қолдануға болады. Диссертациялық жұмыста 

негізгі нәтижелерді алу үшін шекаралық функциялар әдісінің модификациясы 

қолданылды. 

Импульстік әсерлер әртүрлі эволюциялық құбылыстарда кездеседі [62-66]. 

Импульсті дифференциалдық теңдеулер физика, инженерия [67], биология, 

химия [68] және медицина [69] сияқты көптеген ғылым салаларында маңызды 

рөл атқарады. Олар кейбір табиғи құбылыстарды жақсы сипаттай алады. 

Мысалы, инженерлік жүйелердегі хаос пен бифуркацияны басқару, 

импульсивті туу эпидемиясының моделі [69] және күрделі динамикалық 

жүйелерді модельдеу және басқару [70]. Осы модельдердің кейбірі кіші 

параметрі бар импульстік жүйелер түрінде, яғни сингулярлы ауытқыған 

импульстік жүйелер түрінде модельденеді [71-73]. Сингулярлық ауытқыған 

импульстік дифференциалдық теңдеулер күрделі болғандықтан нақты шешім 

табу қиындық тудырады, сондықтан бұл салаға қызығушылық жоғары 

деңгейде. 

Байнов пен Ковачев [65] алғаш рет Тихонов теоремасының импульстік 

аналогын келесі түрде кеңейтті 

 

 ),,,(),,,( tyzgytyzfz ==  (1a) 

 )),((|),)((| iittiitt tyJytyIz
ii
== ==  (1b) 

 

мұндағы pi ,...,2,1=  және ....0 21 Tttt p   Жалпы импульстік жүйе 

дифференциалдық теңдеулерден (1а) және импульстік теңдеулерден (1b) 

тұрады. [66-68] жұмыстарда кіші параметр тек дифференциалдық теңдеулерде 

болатын, бірақ импульстік бөлігіне қатыспайтын жүйелер қарастырылды. Яғни 

бұл жүйелердің дифференциалдық бөлігі ғана сингулярлы ауытқыған болады. 

[74] жұмыста авторлар жүйені соққы моменттерінде сингулярлы 

болатындай етіп қарастырды, яғни туындының алдында және соққы 

моменттерінде кіші параметрі бар. Осы мақалалардың нәтижесінде 

зерттеушілерге бастапқы модельдерді жуықтау және күрделілікті азайту үшін 

ауытқымаған жүйелерді қарастырыратын сингулярлық есеп қойылды. 

Осылайша, үзіліс динамикасы үшін сингулярлық ұғымы айтарлықтай кеңейеді. 

Ахмет және Чаг [75, 76] жұмыстарында алғаш рет дифференциалдық 

теңдеуден бөлек, импульсті бөлігіде сингулярлы болатын келесі Ахмет типті 

жүйені қарастырды: 
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қатар, импульстік функцияның кіші параметр нөлге ұмтылғанда импульсті 

функцияның шексіздікке кетуін болдырмайтын келесі шарттар қойылды: 
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Осы шартқа байланысты екі жағдай көрсетілді: бірқабатты сингулярлық 

және көпқабатты сингулярлық. Егер шекаралық қабат тек бастапқы нүктенің 

маңайында ғана болса, бір қабатты сингулялық жағдай, ал шекаралық қабат 

бастапқы нүктенің маңында ғана емес, сонымен қатар әрбір үзіліс моментінде 

болса, онда көпқабатты шекаралық құбылыс деп аталады. [76] мақалада 

импульс теңдеуіне кіші параметрді енгізу арқылы үзіліс динамикасы үшін 

сингулярлық ұғымы едәуір кеңейтілді және шектік көшу ),( ty  үшін толық 

Tt 0  кесіндісінде бірқалыпты болатынын, ал ),( tz  үшін Tt 0  толық 

интервалда емес, тек шекаралық қабаттың сыртында, ,,...,2,1, pit i =   

0  интервалдарда бірқалыпты болатыны дәлелденді. Жүйенің импульстік 

бөлігінің ерекшелігін ауытқулар теориясының әдістерін қолдану арқылы 

қарастыруға болады. Сонымен қатар, жоғарыдағы (2) сингулярлық импульстік 

модельді гомотопиялық ауытқу әдісі арқылы зерттеуге болады [77]. [76] 

жұмыстағы басты жаңалық Тихонов теоремасын (2) жүйедегі импульстік 

функцияларға кіші параметр енгізіп және үзіліс моменттері әр тәуелді 

айнымалы үшін әр түрлі болатындай етіп кеңейту болып табылады. Алайда, 

[76] мақаладағы теоремалар ),( ty  шешімі үшін Tt 0  кесіндісінде, ал ),( tz  

үшін шекаралық қабат сыртында кез келген дәлдікте асимптотикалық 

жуықтауды бермейді. 

Диссертациялық жұмыста дифференциалдық теңдеуі ғана сингулярлы емес, 

сонымен қатар импульстік теңдеуде сингулярлы ауытқыған жүйелер 

қарастырылады. Осы жұмыстың мақсаты сингулярлы ауытқыған импульстік 

жүйе шешімі үшін кез-келген дәлдікпен толық асимптотикалық қатар құру 

болып табылады. Ол үшін шекаралық функциялар әдісін қолданылып, Tt 0  

кесіндісінде бірқалыпты болатын шешімнің асимптотикалық жуықтауы 

құрылады. 

Зерттеу мақсаты. Диссертациялық жұмыстың мақсаты сингулярлы 

ауытқыған импульсті дифференциалдық теңдеулер үшін бастапқы есеп 

шешімінің асимптотикалық жіктелуін құру. Қарастырылып отырған есептің 

ерекшеліктерін анықтау. 
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Зерттеу нысаны. Сингулярлы ауытқыған импульсті дифференциалдық 

теңдеулер үшін бастапқы есеп. 

Зерттеу әдiстерi. Диссертациялық жұмыста келесi заманауи әдiстердiң 

тиiмдi комбинациялары қолданылды: 

-Сингулярлы ауытқыған дифференциалдық теңдеулерді интегралдаудың 

асимптотикалық әдістері; 

-Сингулярлы ауытқыған дифференциалдық теңдеулердің жалпы теориясы; 

-Шекаралық функциялар әдісі; 

-Импульсті дифференциалдық теңдеулер теориясы. 

Теориялық және практикалық құндылығы. Жоғары туындысында кіші 

параметрі бар дифференциалдық тендеулер көптеген ғалымдардың зерттеу 

нысаны болып табылды. Өйткені, олардың гидродинамикада (Навье-Стокс 

теңдеуі), радиотехникада және баска механика, физика, техника (Шредингер 

тендеуі) есептерінде колданбалы маңызы бар. Ал сингулярлы ауытқыған 

импульстік дифференциалдық теңдеулер кейбір табиғи құбылыстарды жақсы 

сипаттай алады. Олардың ішінде инженерлік жүйелердегі хаос пен 

бифуркацияны басқару, импульсивті туу эпидемиясының моделі және күрделі 

динамикалық жүйелерді модельдеу және басқару т.б. Сингулярлық ауытқыған 

импульстік дифференциалдық теңдеулер күрделірек болғандықтан нақты 

шешім табу қиындық тудырады, сондықтан бұл салаға қызығушылық жоғары 

деңгейде. 

Диссертациялық жұмыстың басқа ғылыми-зерттеу жұмыстарымен 

байланысы. Диссертациялық жұмыс «Сингулярлы ауытқыған 

дифференциалдық, интегро-дифференциалдық және импульстік теңдеулер 

шешімдерінің асимптотикалық бағалаулары» (№AP23488301, 2024-2026 жж.) 

жобасы аясында қаржыландырылып орындалды және докторант Н. Авилтай 

жоба орындаушысы ретiнде қатысып келедi. 

Ғылыми жаңалығы. Қорғауға ұсынылған негiзгi нәтижелер. 

Диссертациялық жұмыста бұрын зерттелiнбеген қойылымдағы есептер 

қарастырылып, жаңа нәтижелер алынды және қорғауға ұсынылды:  

-Сингулярлы ауытқыған сызықты импульстi дифференциалдық теңдеулер 

үшiн бастапқы есептiң асимптотикалық жiктелуi құрылды;  

-Сингулярлы ауытқыған импульстi сызықты емес дифференциалдық 

теңдеулер үшiн бастапқы есептiң асимптотикалық жiктелуi құрылды;  

-Сингулярлы аутқыған импульстi дифференциалдық теңдеулердiң 

асимптотикалық жуықтауының мүшелерiн анықтайтын алгоритм құрылды;  

-Импульстi функцияға қойылған шартқа байланысты бiрқабатты 

сингулярлық және көпқабатты сингулярлық құбылыстар анықталды;  

-Шешiмнiң асимптотикасының негiздемесi көрсетiлдi; 

-Моделдеу арқылы сандық мысалдар келтiрiлдi; 

1. Аппробация. Диссертациялық жұмыстың нәтижелерi «Фараби әлемі» 

халықаралық ғылыми конференциясында (Алматы, Қазақстан, 6-8 сәуір, 

2021ж.), «Фараби әлемі» халықаралық ғылыми конференциясында (Алматы, 

Қазақстан, 6-7 сәуір, 2023ж.), «Актуальные проблемы математики, физики и 

информационных технологий в образовании» халықаралық ғылыми-
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практикалық конференциясында (Ош қ., Қырғызстан, 26-27 қыркүйек 2024 ж.), 

«Уфимская осенняя математическая школа—2024» халықаралық ғылыми 

конференциясында (Уфа қ. Ресей, 2-5 қазан 2024 ж.), «Ғылым күніне орай 

математика және математикалық модельдеу институтының 80 жылдығына 

арналған дәстүрлі сәуір математикалық конференциясында (Алматы қ., 

Қазақстан, 1-4 сәуір 2025 жыл), «Математика, механика және ақпараттық 

технологиялар» Х халықаралық ғылыми конференциясында (Қазақстан, 

Алматы, 24-26 қыркүйек, 2025), әл-Фараби атындағы Қазақ ұлттық 

университетi механика-математика факультетi математика кафедрасының 

ғылыми семинарында баяндама жасалынды және талқылаудан өттi. 

Ғылыми тұжырымдардың, қорытындылар мен нәтижелердің 

сенімділігі мен негізділігі. Зерттеу жұмысындағы алынған нәтижелер осыған 

дейін белгілі ғалымдар жасаған дәлелдемелермен, индекстелеген халықаралық 

журналдардағы жарияланымдармен, сонымен қатар конференция материалдары 

арқылы расталады. 

Жарияланымдар. Диссертацияның нәтижелері бойынша 12 жұмыс 

жарияланды:  

–Web of Science және Scopus деректер қорына енетін басылымдардағы 

жарияланымдар: 

1. Asymptotic solutions of differential equations with singular impulses // 

Carpathian Journal of Mathematics. 2024; 40(3): 581–598. Scopus: 81%, Web 

of Science: Q1. 

2. Asymptotic convergence of solutions for singularly perturbed linear impulsive 

systems with full singularity // Symmetry. 2025; 17(9):1389. Scopus: 93%, 

Web of Science: Q2. 

3. A case of impulsive singularity // Journal of Mathematics, Mechanics and 

Computer Science. 2023; 117(1): 3–14. Scopus: 18%, Web of Science: Q4. 

4. Asymptotic behavior of the solution of the integral boundary value problem for 

singularly perturbed integro-differential equations // Journal of Mathematics, 

Mechanics and Computer Science. 2021; 112(4): 13–28.  Scopus: 18%, Web of 

Science: Q4. 

5. Asymptotic expansion of the solution for singular perturbed linear impulsive 

systems // Journal of Mathematics, Mechanics and Computer Science, 2024; 

122(2): 14–26. Scopus: 18%, Web of Science: Q4. 

6. Asymptotic solutions to initial value problems for singularly perturbed quasi-

linear impulsive systems// Journal of Mathematics, Mechanics and Computer 

Science. 2025; 127(3): 13–28.  Scopus: 18%, Web of Science: Q4. 

–Халықаралық ғылыми конференциялардың еңбектеріндегі 

жарияланымдар: 

1. Сингулялы ауытқыған интегралды-дифференциалдық теңдеуге арналған 

шекаралық есеп шешімінің асимптотикалық сипаты // «ФАРАБИ 

ӘЛЕМІ» халықаралық ғылыми конференциясы, Алматы, 7-8 сәуір 2021 

жыл: баяндамалар тезистері (Алматы –2021. –12 б.). 
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2. Cингулярлы ауытқыған импульстi дифференциалдық теңдеулер жүйесі // 

«ФАРАБИ ӘЛЕМІ» халықаралық ғылыми конференциясы, Алматы, 7-8 сәуір 

2023 жыл: баяндамалар тезистері (Алматы –2023. –5 б.). 

3. Асимптотические решения дифференциальных уравнений с 

сингулярными импульсами // «Актуальные проблемы математики, физики и 

информационных технологий в образовании» халықаралық ғылыми-

практикалық конференциясы, Ош қ., Қырғызстан, 26-27 қыркүйек 2024 жыл: 

баяндамалар тезистері (Ош –2024. –17 б.). 

4. Асимптотическое разложение решения задачи для сингулярно 

возмущенных линейных импульсных системы с сингулярными импульсами // 

«Уфимская осенняя математическая школа—2024» халықаралық 

конференциясы, Уфа қ., Ресей, 2-5 қазан 2024 жыл: баяндамалар тезистері (Уфа 

–2024. –2-том, 7-8 б.,). 

5. Асимптотические решения дифференциальных уравнений с 

сингулярными импульсами // «Ғылым күніне орай математика және 

математикалық модельдеу институтының 80 жылдығына арналған дәстүрлі 

сәуір математикалық конференциясы», Алматы қ., Қазақстан, 1-4 сәуір 2025 

жыл: баяндамалар тезистері. (Алматы–2025. 82 б.) 

6. Asymptotic solutions of differential equations with singular impulses //  

«Математика, механика және ақпараттық технологиялар» Х халықаралық 

ғылыми конференциясы, Қазақстан, Алматы, 24-26 қыркүйек, 2025. 

 

Диссертациялық зерттеу жұмысының нәтижелерi бойынша 6 жұмыс 

жарияланды, оның iшiнде: – Clarivate Analytics Journal Citation Reports бойынша 

бірінші (Q1) квартильге енгiзiлген және/немесе Scopus дерекқорында CiteScore 

процентилi 79 болатын 1 мақала, – Clarivate Analytics Journal Citation Reports 

бойынша бірінші (Q2) квартильге енгiзiлген және/немесе Scopus дерекқорында 

CiteScore процентилi 93 болатын 1 мақала және (Q4) квартильге енгiзiлген 

процентилi 18 болатын ғылыми журналдардағы 4 мақала; – Халықаралық 

конференциялардың тезистер жинағында 6 жарияланым. 

Диссертацияның құрылымы. Диссертациялық зерттеу жұмысы 

нормативтiк сiлтемелерден, кiрiспеден, негiзгi екі бөлiмнен (әр бөлiм 

бөлiмшелерден), қорытындыдан және пайдаланылған әдебиеттер тiзiмiнен 

тұрады. Диссертацияның көлемi 81 бет. 

Диссертацияның мазмұны. Ұсынылған диссертациялық жұмыстың 

кіріспесінде зерттеу тақырыбының өзектілігі мен ғылыми жаңалығы, зерттеу 

әдістері, теориялық және практикалық құндылығы, сонымен қатар 

диссертациялық жұмыстың қысқаша мазмұны берілген. 

Бiрiншi бөлiмде сингулярлы ауытқыған импульсті сызықты 

дифференциалдық теңдеулер үшін бастапқы есеп шешімінің асимптотикалық 

жіктелуі қарастырылды. Шешімнің жуықтау мүшелерін табу алгоритмі 

анықталды. Кейін Васильева теоремасының аналогы тұжырымдалып, шешімнің 

бар және жалғыз болатыны дәлелденді. 

Жұмыстың 1.1 ішкі бөлімінде сингулярлы ауытқыған коэффициенттері 

айнымалы сызықты импульсті дифференциалдық теңдеулер үшін бастапқы 
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есеп қарастырылды. Импульсті функцияға байланысты бірқабатты сингулярлық 

құбылысы анықталды.  

Жұмыстың 1.2 ішкі бөлімінде сингулярлы ауытқыған коэффициенттері 

айнымалы сызықты импульсті дифференциалдық теңдеулер үшін бастапқы 

есеп қарастырылды. Импульсті функцияға байланысты көпқабатты 

сингулярлық құбылысы анықталды. 

Екiншi бөлiмде сингулярлы ауытқыған сызықты емес импульсті 

дифференциалдық теңдеулер үшін бастапқы есеп қарастырылды. Импульсті 

функцияға байланысты бірқабатты сингулярлық және көпқабатты сингулярлық 

құбылыстар анықталды. Теориялық нәтиженi растау үшiн моделдеу арқылы 

сандық мысалдар келтiрiлдi. 

Қорытынды бөлiмде жалпы алынған нәтижелерге талдаулар жасалынды.  

Алғыс. Автор отандық ғылыми кеңесшiсi – әл-Фараби атындағы Қазақ 

Ұлттық Университетінің механика-математика факультетінің «Математика» 

кафедрасының профессоры, физика-математика ғылымдарының докторы 

Дауылбаев Мұратхан Құдайбергенұлына және шетелдiк ғылыми кеңесшiсі-

Таяу Шығыс техникалық университеті «Математика» кафедрасының 

профессоры, физика-математика ғылымдарының докторы Ахмет Марат 

Убайдуллаұлына диссертациялық жұмысты орындау кезіндегі құнды кеңестерi 

мен жан-жақты қолдаулары үшiн шынайы алғысын бiлдiредi. 

Автор Қазақстан Республикасының Үкіметіне және әл-Фараби атындағы 

Қазақ Ұлттық университетіне көрсеткен қолдаулары үшін және шетелдік 

ғылыми кеңесшімен жұмыс жасауға мүмкіндік бергені үшін рақмет айтады.  
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1 СИНГУЛЯРЛЫ АУЫТҚЫҒАН СЫЗЫҚТЫ ИМПУЛЬСТІ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР 

 

Бұл бөлімде сингулярлы ауытқыған сызықты импульсті дифференциалдық 

теңдеулер жүйесі үшін бастапқы есеп қарастырылады. 

 

1.1 Бірқабатты сингулярлық құбылысының асимптотикасы 
 

Бұл бөлімшеде сингулярлы ауытқыған коэффициенттері айнымалы 

сызықты импульсті дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін бірқабатты 

сингулярлық құбылысы қарастырылады. Шешімнің асимптотикалық жіктелуі 

құрылады. 

1.1.1 Есептiң қойылымы. 
 

Cингулярлы ауытқыған дифференциалдық 
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импульстік жүйелерді 

 ,),0(,),0( 00 yyzz ==   (1.3) 

 

бастапқы шарттармен қарастырайық, мұндағы − 0 кіші параметр, 0z  және 

−0y   кіші парметрінен тәуелсіз тұрақтылар, − ip T  ,...0 21 T)(0,

аралығындағы әртүрлі үзіліс моменттері. 

Бастапқы берілген (1.1)-(1.3) есеп шешімі 0→  болғанда төмендегі 

ауытқымаған есеп шешіміне ұмтылады: 
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Келесі шарттар орындалсын: 
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С1) ,2,1),(),(),(),( 22 =itItftBtA ii  және ,3,2,1),( =itCi  функциялары 

Tt 0  кесіндісінде шексіз дифференциалдансын. 

C2) ,0)(1 tA  Tt 0  болсын. 

C3) .0)(1 3 + iC   
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мұндағы y~ -әрбір .,1, pit i ==  импульс моментіндегі )(~
iy   шешімінің мәні. 

 

1.1.2 Шешімнің асимптотикалық жіктелуін құру алгоритмі 
 

Енді (1.1)-(1.3) есеп шешімінің формальді асимптотикалық жіктелуін келесі 

түрде іздейміз:  
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i
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k   функциялары шекаралық 

функциялар деп аталады және оларға төмендегідей қосымша шарт қойылады: 
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Жоғарыдағы (1.4) жіктелуді (1.1) жүйеге қойсақ, 
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Соңғы теңдеулерден (1.5) жіктелудегі регулярлы және шекаралық қабатты 

мүшелерді анықтайтын екі типті теңдеулер алынады 
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Енді ,2,1),(),( =++ iBA iiiiii   функцияларын   дәрежесі бойынша 

қатарға жіктейік, 
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Жоғарыдағы (1.7), (1.8) теңдеулердің екі жағынан   бірдей дәрежесінің 

алдындындағы коэффициентерін теңестіру арқылы, (1.5) асимптотикалық 

жіктелудің мүшелерін анықтайтын қарапайым дифференциалдық теңдеулер 

тізбегі алынады: 

 

 
),()(~)()(~)()('~

),(~)()(~)(0:

202020

0101
0

tftytBtztAty

tytBtztA

++=

+=
 (1.9) 

 
),(~)()(~)()('~

),(~)()(~)()('~:

12121

11110
1

tytBtztAty

tytBtztAtz

+=

+=
 (1.10) 

 
),(~)()(~)()('~

2),(~)()(~)()('~:

22

111

tytBtztAty

ktytBtztAtz

kkk

kkk
k

+=

+=−
 (1.11) 

және 

),()()(

),()()(:

)(
02

)(
0

)(
01

)(
0

0

i
i

ii
i

i
i

ii
i

A

A





=

=




     (1.12) 

),()()()(

),()()()(:

)(
2

)(

)(
1

)(

iki
i
kii

i
k

iki
i
kii

i
k

k

A

A





=−

=−




    (1.13) 

 

мұндағы )(),( ikik    функциялары kji
i
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i
j ),(),( )()(   функциялары 

арқылы рекурентті түрде өрнектеледі. 
Алдымен ],0[ 1t  кесіндісін қарастырайық. Енді алынған теңдеулерден 

(1.5) жіктелудің элементтерін табу үшін бастапқы шарт кажет. Сол себепті (1.4) 

қатарды (1.3) бастапқы шартқа қойсақ, онда 
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теңдікдерін аламыз. 

Содан кейін   бірдей дәрежесінің алдындағы коэффициенттерін 

теңестірсек, келесі бастапқы шарттары алынады: 
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Келесі қадамда асимптотиканың басты регулярлы бөлігі )(~),(~
00 tytz  

функцияларын анықтайтын 
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есебі алынады және ол ауытқымаған есеппен сәйкес келеді. Кейін )( 0
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0   

функциясын табу үшін 
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теңдеуін 
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бастапқы шартымен шешеміз. Жоғарыдағы (1.12) формуладағы екінші 

теңдеуден және (1.16) қосымша шарттан 
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шығады. Онда 
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теңдеуін (1.17) бастапқы шартымен шешу арқылы )( 0
)0(

0   функциясы 

табылады.  

Асимптотиканың келесі мүшелерін осы алгортммен анықтаймыз. Айталық 

асимптотиканың 1−k  номерін қоса алғандағы мүшелері табылсын. Онда (1.11)  
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теңдеуден және 
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бастапқы шарттан )(~ tzk  және )(~ tyk  бірмәнді анықталады. Кейін (1.13) бірінші 

теңдеуден және (1.16) формуладан )( 0
)0( k  функциясын анықтайтын келесі 

есеп алынады: 
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Енді (1.13) формуладағы екінші теңдеуге (1.16) шартты қолдансақ,  

 

 .))()(
)0(

)0(
()0(

)0(

)0(
)0(

0 1

2)0(

1

2)0( dsss
A

A

A

A
kkkk 



−+=   (1.18) 

 

бастапқы шарты табылады. Соңғы (1.18) бастапқы шарт арқылы және 
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теңдеуінен )( 0
)0(  k  табылады. 

Осыдан кейін .,1],,( 1 pit ii = +  интервалын қарастырайық. Бұл интервал 

үшін бастапқы шарт ретінде ),(~  +iz  және ),(~  +iy  мәндері алынады. Енді 

(1.4) асимптотикалық жіктелуді (1.2) импульсті теңдеулерге қойсақ, 
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теңдіктерін аламыз және (1.5) формуланы ескеріп,   кіші параметрінің бірдей 
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дәрежелерінің алдындағы коэффициенттерін теңестірсек, келесі бастапқы 

шарттар табылады: 
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0 ty  мүшелерін анықтау үшін төмендегі есеп 

алынады: 
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бастапқы шартымен шешеміз, мұндағы )0()(
0
i  бастапқы шартын келесі түрде 

түрлендіруге болады. (1.9) формуланың бірінші теңдеуінен және (1.19) 
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теңдіктері шығады. Бұдан 
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аламыз.Онда (1.10) теңдеуі төмендегідей жазылады: 
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Нәтижесінде соңғы теңдікті және (1.20) теңдікті қолдансақ, )0()(
0
i  

бастапқы шартын келесі түрде өзгертіп жазуға болады: 
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Енді (1.12) теңдеуді i  дан   интегралдап және (1.6) қосымша шартты 

қолдансақ, онда келесі бастапқы шарт  
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анықталады. Соңғы (1.21) шарттан және  
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есебі алынады. Ал )()(
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мұндағы )0()(i
k  бастапқы шартын келесі түрде өзгертіп жазуға болады. (1.11) 

формуланы келесі түрде жазайық, 
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Соңғы теңдеуден және (1.20) теңдіктерін қолданып, )0()(i
k  шартын 

төмендегідей түрлендіруге болады: 
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Енді (1.13) теңдеуден және (1.6) қосымша шарттан, келесі  
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бастапқы шарты анықталады. Онда  
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теңдеуінен және (1.22) бастапқы шартынан .,1),()( pii
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функциясы табылады. 

Сонымен, жоғарыдағы көрсетілген алгоритм арқылы (1.5) қатардың n  
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экспоненциалды бағалауға ие екенін көрсетуге болады, мұндағы − 0,0 K i  

және   тәуелсіз тұрақтылар. 

 

1.1.3 Шешімнің асимптотикасының негіздемесі.  
 

Теорема 1.1 Айталық (C1)−(C4) шарттары орындалсын. Онда кез-келген 
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Дәлелдеуі. Айталық, шешімнің ),(),,(  tYtZ nn  дербес қосындысы (1.1)-(1.3) 

есепті қанағаттандырсын: 
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Бастапқы берілген (1.1)-(1.3) есепке ),(),(),(  tZtutz n+=  және 

),(),(),(  tYtty n+=  қойсақ, онда келесі теңдеулер жүйесін аламыз. 
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Енді, (1.23)-(1.24) импульстік жүйені эквивалентті интегралдық 

теңдіктермен алмастырайық, 
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мұндағы ),,( itU  және ),,( itV  төмендегі жүйенің фундаменталды 

матрицасы 
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Бұл жүйедегі ),,( stU  функциясы үшін 
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бағалауы орындалады. 

Енді (1.26) теңдеу арқылы анықталған ),(  t  функциясын (1.25) өрнегіне 

қойсақ, онда 
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аламыз, мұндағы ),,( stK  шенелген өзек, ал ),(1 tW  функциясы 

)(),( 1
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+= NOtW   бағалауына ие. Соңғы теңдеуді эквивалентті теңдеумен 

алмастырсақ, 

 ),,(),(),(),,(),( 11

0

1  tTtWdssWstRtu
t

=+=   (1.27) 
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мұндағы ),(2 tT  функциясы )(),( 1
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+= NOtT   бағалауына ие. Онда (1.23), 

(1.24) есеп шешімі келесі бағалауды қанағаттандырады 
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Нәтижеде теорема дәлелденді. 
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1.1.4 Мысал 

Келесі жүйені 
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 (1.29) 

 

төмендегідей бастапқы шартпен 

 

 .2),0(,3),0( ==  yz  (1.30) 

 

қарастырайық. 

Берілген (1.29), (1.30) есеп шешімі 0→  ұмтылғанда келесідей 

ауытқымаған есеп шешіміне ұмтылады: 
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Бірінші жолдағы алгебралық теңдеуден y
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Онда (1.29) жүйенің (1.30) бастапқы шарттармен ),( tz  шешімі 0=t  

нүктесінің маңайында шекаралық қабатқа ие. Ал 4,1, =+= it i  нүктелерінің 

маңайында шекаралық қабат жоқ Яғни бірқабатты сингулярлық құбылысы 

анықталады. Осы құбылысты Сурет 1-ден анық байқауға болады. 
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Сурет 1. Қызыл және көк сызықтар сәйкесінше кіші параметрдің  0.005 0.05,  :  

мәндерінде (1.29), (1.30) есеп шешімін бейнелейді. Ал жасыл сызықтар (1.31) ауытқымаған 

есеп шешімін бейнелейді. 

 

1.2 Көпқабатты сингулярлық құбылысының асимптотикасы 
 

Бұл бөлімшеде сингулярлы ауытқыған коэффициенттері айнымалы 

сызықты импульсті дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін көпқабатты 

сингулярлық құбылысы қарастырылады. Шешімнің асимптотикалық жіктелуі 

құрылады. 

 

1.2.1 Есептiң қойылымы. 
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импульстік жүйелерді 
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Келесі шарттар орындалсын: 

 

С1) ,2,1),(),(),(),( =itItftBtA iiii  және ,3,2,1),( =itCi  функциялары 

Tt 0  кесіндісінде шексіз дифференциалдансын. 

C2) ,0)(1 tA  Tt 0  болсын. 

C3) .0)(1 3 + iC   

C4) ,0
)(),()(),()(

lim 121

)0,~,(),,(
=

++

→
i

iiiii

yyz
I

IyCzC






 

мұндағы y~ -әрбір .,1, pit i ==  импульс моментіндегі )(~
iy   шешімінің мәні. 

 

1.2.2 Шешімнің асимптотикалық жіктелуін құру алгоритмі 
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келесі түрде іздейміз:  
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Сондай-ақ (1.36) жіктелудегі )()(
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i
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i
i
k   функциялары шекаралық 

функциялар деп аталады және оларға төмендегідей қосымша шарт қойылады: 
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Соңғы теңдеулерден (1.36) жіктелудегі регулярлы және шекаралық қабатты 

мүшелерді анықтайтын екі типті теңдеулер алынады: 
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Жоғарыдағы (1.38), (1.39) теңдеулердің екі жағынан   бірдей дәрежесінің 
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арқылы рекурентті түрде өрнектеледі. 
Алдымен ],0[ 1t  кесіндісін қарастырайық. Енді алынған теңдеулерден 
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теңдікдерін аламыз. 
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есебі алынады және ол ауытқымаған есеппен сәйкес келеді. Кейін )( 0
)0(

0   

функциясын табу үшін 

 

 )()0()( 0
)0(

010
)0(

0  A=  

 



 

27 

 

теңдеуін 
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бастапқы шартымен шешеміз. Жоғарыдағы (1.43) формуладағы екінші 

теңдеуден және (1.37) шарттан 
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теңдеуден және  
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бастапқы шарттан )(~ tzk  және )(~ tyk  бірмәнді анықталады. Кейін (1.44) бірінші 
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Енді (1.44) формуладағы екінші теңдеуге (1.37) шартты қолдансақ,  
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бастапқы шарты табылады. Соңғы (1.49) бастапқы шарт арқылы және 

 

)()()0()( 00
)0(

20
)0(  kkk A =−  

 

теңдеуінен )( 0
)0(  k  табылады. 



 

28 

 

Осыдан кейін .,1],,( 1 pit ii = +  интервалын қарастырайық. Бұл интервал 

үшін бастапқы шарт ретінде ),(~  +iz  және ),(~  +iy  мәндерін аламыз. Енді 
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теңдіктерін аламыз және (1.36) формуланы ескеріп,   кіші параметрінің бірдей 

дәрежелерінің алдындағы коэффициенттерін теңестірсек, келесі бастапқы 

шарттар табылады: 
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бастапқы шартымен шешеміз, мұндағы )0()(
0
i  бастапқы шартын келесі түрде 

түрлендіруге болады. (1.40) формуланың бірінші теңдеуінен және (1.50) 
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теңдіктері шығады. Бұдан 
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аламыз.Онда (1.41) теңдеуі төмендегідей жазылады: 
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Нәтижесінде соңғы теңдікті және (1.51) теңдікті қолдансақ, )0()(
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бастапқы шартын келесі түрде өзгертіп жазуға болады: 
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Енді (1.43) теңдеуді i  дан   интегралдап және (1.37) қосымша шартты 

қолдансақ, онда келесі бастапқы шарт  
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анықталады. Соңғы (1.42) шарттан және  
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есебі алынады. Ал )()(
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k  бастапқы шартын келесі түрде өзгертіп жазуға болады. (1.42) 

формуланы келесі түрде жазайық, 
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Соңғы теңдеуден және (1.51) теңдіктерін қолданып, )0()(i
k  шартын 

төмендегідей түрлендіруге болады: 
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Енді (1.44) теңдеуден және (1.37) қосымша шарттан, келесі  
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функциясы табылады. 
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экспоненциалды бағалауға ие екенін көрсетуге болады, мұндағы − 0,0 K i  
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және   тәуелсіз тұрақтылар. 

 

1.2.3 Шешімнің асимптотикасының негіздемесі.  
 

Теорема 1.2 Айталық (C1)−(C4) шарттары орындалсын. Онда кез келген 
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Дәлелдеуі. Айталық, шешімнің ),(),,(  tYtZ nn  дербес қосындысы (1.32)-

(1.34) есепті қанағаттандырсын: 
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Бастапқы берілген (1.32)-(1.34) есепке ),(),(),(  tZtutz n+=  және 

),(),(),(  tYtty n+=  қойсақ, онда келесі теңдеулер жүйесін аламыз. 
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Енді, (1.54)-(1.55) импульстік жүйені эквивалентті интегралдық 

теңдіктермен алмастырайық, 
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мұндағы ),,( itU  және ),,( itV  төмендегі жүйенің фундаменталды 

матрицасы 
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Бұл жүйедегі ),,( stU  функциясы үшін 

 

.0,)(exp),,( TtsstcstU 




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
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


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бағалауы орындалады. 

Енді (1.57) теңдеу арқылы анықталған ),(  t  функциясын (1.56) өрнегіне 

қойсақ, онда 
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аламыз, мұндағы ),,( stK  шенелген өзек, ал ),(1 tW  функциясы 

)(),( 1
1

+= NOtW   бағалауына ие. Соңғы теңдеуді эквивалентті теңдеумен 

алмастырсақ, 
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=+=   (1.58) 

 

мұндағы −),,( stR ),,( stK  өзегінің резольвентасы, ),(1 tT  функциясы 

)(),( 1
1

+= NOtT   бағалауына ие. Енді ),( tu  функциясын өрнектейтін (1.58) 

формуланы (1.57) теңдеуге қойсақ, онда 
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мұндағы ),(2 tT  функциясы )(),( 1
2

+= NOtT   бағалауына ие. Онда (1.54), 

(1.55) есеп шешімі келесі бағалауды қанағаттандырады 
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Нәтижеде теорема дәлелденді. 
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Келесі жүйені  
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 (1.59) 

 

төмендегідей бастапқы шартпен 

 

 .2),0(,3),0( ==  yz  (1.60) 

 

қарастырайық. 
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Берілген (1.59), (1.60) есеп шешімі 0→  ұмтылғанда келесідей 

ауытқымаған есеп шешіміне ұмтылады: 
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Бірінші жолдағы алгебралық теңдеуден y
t

t
z ~

)2(

)1(~
+

+
−==  анықталады. Енді 

С4) шартын тексерейік, 
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Онда (1.59) жүйенің (1.60) бастапқы шарттармен ),( tz  шешімі 0=t  және 

4,1, =+= it i  нүктелерінің маңайында шекаралық қабатқа ие. Яғни көпқабатты 

сингулярлық құбылысы пайда болады. Осы құбылыс Сурет 2-тен анық 

байқалады. 

 
Сурет 2. Қызыл, жасыл және көк сызықтар сәйкесінше кіші параметрдің  0.01 0.05,  :  

мәндерінде (1.59), (1.60) есеп шешімін бейнелейді. Ал жасыл сызықтар (1.61) ауытқымаған 

есеп шешімін бейнелейді. 
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1.2.4 Импульсті сызықты коэффициенттері тұрақты дифференциалдық 

теңдеулер 

 

Есептiң қойылымы. 
 

Келесі сингулярлы ауытқыған біртекті сызықты импульсті теңдеулер 

жүйесі үшін Коши есебін қарастырайық: 
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 (1.62) 

 ,),0(,),0( 00 yyzz ==   (1.63) 

 

мұндағы − оң кіші параметр, − dcba ,,,0 белгілі тұрақты шамалар, 
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интервалындағы нақты үзіліс моменттері. Сонымен қатар импульсті теңдеу 

үшін төмендегі шарт орындалсын: 
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мұндағы y~ - әрбір pit i ,...,1, ==  импульс моментіндегі )(~
iy   шешімінің мәні. 

Егер (1.62) жүйедегі 0=  болса, онда келесі жүйені аламыз: 
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Соңғы жүйеден түбір )(~~ ty
a

b
z −==  тауып, оны (1.65) жүйеге және (1.63) 

бастапқы шартқа қойсақ, келесі импульсті есепті аламыз: 
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Осы есепті шешсек, онда 
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шешімдері табылады. Енді (1.64) шартын тексерейік,  
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Яғни (1.64) шарты орындалады. 

 

Шешімнің асимптотикалық жіктелуін құру алгоритмі 
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мұндағы,  
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Жоғарыдағы (1.70) жіктелудегі )()(
i

i
k   және )()(

i
i
k   коэффициенттерді 

шекаралық қабатты функциялар деп атайды. Оларға төмендегідей қосымша 

шарт қойылады: 
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Шешімнің (1.69) теңдіктегі түрін (1.62) жүйеге қойсақ, t  және i  

аргументтеріне тәуелді теңдеулер жүйесі алынады: 
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Келесі қадамда (1.72) және (1.73) жүйелердегі барлық функцияларды   

дәрежесі бойынша жіктейміз. Кейін теңдіктің екі жағы   кіші параметрінің 

бірдей дәрежесі бойынша теңестіріледі. Нәтижесінде төмендегі теңдеулер 
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Алдымен ],0[ 1t  кесіндісі қарастырылады. Шешімнің асимптотикалық 

жіктелуіндегі (1.69) мүшелерді анықтау үшін бастапқы шарттар қажет болады. 

Сол себепті (1.69) қатарды (1.63) бастапқы шартқа қойсақ, онда 
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Жоғарыдағы теңдіктің екі жағын   бірдей дәрежелері бойынша теңестірсек, 

онда 
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бастапқы шартымен шешу қажет. Мұнан кейін, (1.76) формуладағы екінші 

теңдеуден және (1.71) қосымша шарттан келесі бастапқы шарт табылады: 
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Енді төмендегі теңдеу 
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табылған (1.81) бастапқы шартпен шешіледі. Нәтижесінде )( 0
)0(

0   функциясы 

табылады. 

Келесі қадамда )1( kk  дәрежесінің алдындағы коэффициенттерін табу 

үшін төмендегі есеп алынады: 
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Келесіде (1.77) формуладағы бірінші теңдеумен 
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және 
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 ),0(~)0()0(
kk z−=  (1.82) 

 

бастапқы шарты арқылы )( 0
)0( k  функциясы табылады. Мұнан кейін, (1.77) 

формуладағы екінші теңдеу және (1.71) шарт арқылы келесі бастапқы шарт 

анықталады: 
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мұндағы )0()0(
k  бастапқы шарты (1.82) формула арқылы өрнектеледі. 

Жоғарыдағы табылған (1.83) бастапқы шарттан және келесі теңдеуден 
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)( 0
)0(  k  шекралық функциясы табылады. 

Енді келесі ],( 1+ iit  ,,...,2,1 pi =  интервалын қарастырайық. Осы 

интервал үшін бастапқы мән ретінде ),(  +iz  және ),(~  +iy  алынады. 

Шешімнің (1.69) қатар түріндегі формасын (1.62) импульсті теңдеулерге 

қойсақ, онда төмендегі теңдіктерді аламыз: 
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Осыдан кейін   дәрежесі бойынша теңестірсек, келесі теңдеулер алынады: 
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Енді нөлдік жуықтауды )(~
0 tz  and )(~

0 ty  анықтау үшін төмендегі жүйе алынады: 
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Келесіде )()(
0 i
i   функциясын табамыз. Ол үшін 
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бастапқы шартымен шешу керек, мұндағы ).(~)(~)(~1
110 iii y

a

b
zz

a
 +=  Онда 

(1.87) бастапқы шартын келесідей түрлендіруге болады: 
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Енді )()(
0 i
i   функциясын анықтау керек. Алдымен (1.76) формуладағы 

екінші теңдеуден және (1.71) қосымша шарттан төмендегі бастапқы шартты 

табамыз: 
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мұндағы )0()(
0
i  (1.87) формула арқылы өрнектеледі. Нәтижесінде 
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теңдеуі (1.88) бастапқы шартпен шешіледі. 

Келесі қадамда, )1( kk  алдындағы коэффициентін анықтау үшін 

төмендегі жүйе алынады: 
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Нәтижесінде )(~),(~ tytz kk  функциялары табылады. Енді (1.77) формуладағы 

бірінші теңдеу 
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бастапқы шарты арқылы )()(
i

i
k   шекаралық функциясы анықталады, мұндағы 
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a
 ++ +=  Онда (1.89) бастапқы шартын келесідей 

түрлендіруге болады: 
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Кейін (1.77) формуладағы екінші теңдеу және (1.71) арқылы келесі бастапқы 

шарт табылады: 

 

 ,)()0()0(
0

)(
1

)()( dss
a

adbc

a

c i
k

i
k

i
k 



−

−
+=   (1.90) 

 

мұндағы )0()(i
k  (1.89) теңдік арқылы өрнектеледі. Соңында төмендегі теңдеуді 
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(1.90) бастапқы шарты арқылы шешсек, онда )()(
i

i
k   функциясы табылады. 

Осылайша жоғарыдағы алгоритм бойынша (1.66) қатардың ),(~),(~ tytz kk  

pii
i
ki

i
k ,1),(),( )()( =  мүшелерін nk =  дәлдікке дейін табуға болады. 
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Шешімнің асимптотикасының негіздемесі 
 

Теорема 1.3 Айталық есеп қойылымындағы шарттар және (1.64) шарты 

орындалсын. Онда кез келген ],0( 0   үшін оң тұрақтылар 0  және c 

табылып, (1.62), (1.63) есебінің ),(),,(  tytz  шешімі [0,T] кесіндісінде бар, 

жалғыз болады және төмендегі теңсіздікті қанағаттандырады: 
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Дәлелдеуі. Айталық, шешімнің ),(),,(  tYtZ nn  дербес қосындысы (1.62), 

(1.63) есепті қанағаттандырсын: 
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Бастапқы берілген (1.62), (1.63) есептегі шешімдерді ),(),(),(  tZtutz n+=  

және ),(),(),(  tYtty n+=  арқылы алмастырсақ, онда келесі есепті аламыз: 
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 ),(),0(,0),0( 1+== NOu   (1.96) 

 

Енді, (1.95), (1.96) импульсті жүйені эквивалентті интегралдық 

теңдеулермен алмастырайық: 
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мұндағы ),,( itU  және ),,( itV  төмендегі жүйенің фундаменталды 

матрицасы: 
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Бұл жүйедегі ),,( stU  функциясы үшін 

 

.0,)(exp),,( TtsstcstU 







−−




  

 

бағалауы орындалады. Енді (1.98) теңдік арқылы анықталған ),(  t  

функциясын (1.97) өрнекке қойсақ, онда 
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мұндағы ),,( stK  шенелген өзек, ал ),(1 tW  функциясы )(),( 1
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+= NOtW   

бағалауына ие. Соңғы теңдеуді эквивалентті теңдеумен алмастырсақ, 
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мұндағы −),,( stR ),,( stK  өзегінің резольвентасы. Енді ),( tu  функциясын 

өрнектейтін (1.99) формуланы (1.97) теңдеуге қойсақ, онда 
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мұндағы ),(2 tT  функциясы )(),( 1
2

+= NOtT   бағалауына ие. Онда (1.95), 

(1.96) есеп шешімі келесі бағалауды қанағаттандырады: 
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Нәтижеде теорема дәлелденді. 

 

1.2.5 Мысал 
 

Cингулярлы ауытқыған сызықты импульстік жүйені 
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төмендегі бастапқы шарттармен қарастырайық 
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Келесі қадамда (1.67) және (1.68) формулаларды қолдансақ, 
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табылады. Енді орнықтылық шартын тексерейік, онда 
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Яғни (1.64) шарты орындалады. Осы мысалдың асимптотикалық жіктелу 

мүшелерін жоғарыда көрсетілген алгоритм арқылы табуға болады. Сондай-ақ 

(1.101) және (1.102) есептің ),( tz  шешімі 0=t  және 3,2,1, =+= it i  

нүктелерінің маңында көпқабатты шекаралық құбылысқа ие. Осы құбылысты 

Сурет 3-ден анық көруге болады.  

 
Сурет 3: Қызыл, көк және жасыл сызықтар (1.101), (1.102) есептің кіші параметрдің 

сәйкесінше 005.0,05.0:  әртүрлі мәндеріндегі шешімін көрсетеді. 
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2 СИНГУЛЯРЛЫ АУЫТҚЫҒАН СЫЗЫҚТЫ ЕМЕС ИМПУЛЬСТІ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР 

 

Бұл бөлімде сингулярлы ауытқыған сызықты емес импульсті 

дифференциалдық теңдеулер үшін бастапқы есеп қарастырылады. Мұндағы 

жүйенің импульсті бөлігіде сингулярлы ауытқыған. Шекаралық функциялар 

әдісін қолданып, шешімнің асимптотикалық жуықтауын құру алгоритмі 

көрсетіледі. 

 

2.1 Есептiң қойылымы 
 

Сингулярлық ауытқыған импульсті дифференциалдық теңдеулерді 

 

 

)),,(),,((|)),,(),,((

),),,(),,((|),),,(),,((









iiit

iiit

yzJytytzf
dt

dy

yzIztytzF
dt

dz

i

i

==

==

=

=

 (2.1) 

 

төмендегі бастапқы шартпен қарастырайық: 

 

 ,),0(,),0( 00 yyzz ==   (2.2) 

 

мұндағы − оң кіші параметр, Fz,  және −iI m  өлшемді функциялар, fy,  

және −iJ n  өлшемді функциялар, 
0z  және −0y  -нен тәуелсіз болсын, 

−
=

Tp

p

ii
 ...0, 211

),0( T  интервалындағы үзіліс моменттері. Ал 

)()(| iit xxx
i

 −+= = , мұндағы )()( ii xx  =−  және )(lim)( txx
it

i
+→

=+


  болсын. 

Енді (2.1) жүйеден 0=  деп алайық, онда келесі түрдегі теңдеуді аламыз: 

 

 
)),(~),(~(|~)),(~),(~(

~

),0),(~),(~(0),0),(~),(~(0

iiit

iii

yzJytytzf
dt

yd

yzItytzF

i




 ==

==

=

 (2.3) 

 

Бұл жүйені туындалған жүйе деп атайды, себебі оның реті (2.1) жүйенің 

ретіне қарағанда кіші. Сондықтан (2.3) жүйенің бастапқы шарттар саны (2.1) 

жүйе бастапқы шарттар санынан аз болады. Байқағанымыздай (2.3) жүйеден y~  

үшін бастапқы шарты қалатыны айқын көрініп тұр  

 

 ,)0(~ 0yy =  (2.4) 
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Ал z~  үшін бастапқы шарт алынып тасталынады. Жоғарыдағы (2.3) жүйені 

шешу үшін )0,~,~(0 yzF=  және )0,~,~(0 yzIi=  алгебралық теңдеулерінен z~ -ті табу 

керек. Кейін )0,~),),(~((0 yttyF =  және )0,~),),(~((0 yttyIi =  теңдеулерін 

қанағаттандыратын бір )),(~(~ ttyz =  түбірі таңдалады. Осы )),(~(~ ttyz =  

түбірін (2.3) жүйеге және (2.4) бастапқы шартқа қойсақ, онда келесі есепті 

аламыз: 

 

 

.)0(~

)),(~),),(~((|~)),(~),),(~((
~

0yy

yyJytyttyf
dt

yd
iiiit i

=

== =  
 (2.5) 

 

Келесі шарттар орындалсын: 

(C1) Айталық ),( yzf  және ),( yzJi  функциялары 

  ,,,0),( dzcyTtNtyH ==  облысында шексіз 

дифференциалдансын, ал ),,( yzF  және ),,( yzIi  функциялары ]1,0[H  

облысында шексіз дифференциалдансын; 

(C2) 0)0,,( =yzF  және 0)0,,( =yzIi  алгебралық теңдеулерінің N  

облысында ),( tyz =  түбірі бар болсын және бұл түбір келесі шарттарды 

қанағаттандырсын: 

1) ),( ty  фунциясы N  облысында үзіліссіз, 

2) ( ) ,),(,,),,( NtyHtyty   

3) ),( ty  түбірі N  облысында оқшауланған, яғни 0)0,,(:0  yzF  және 

,0)0,,( yzIi  ,),(0  − tyz  Nty ),( ; 

(C3) Жоғарыдағы (2.5) жүйенің Tt 0  кесіндісінде жалғыз )(~ ty  шешімі 

бар болсын және Tt 0  кесіндісі үшін .),~( Nty   Енді −= zx  және =t  

деп алсақ, онда 

 

 ,0),0,),,(( += 


ytyxF
d

dx
 (2.6) 

 

мұндағы y  және t  параметр ретінде қарастырылады, 0=x  (2.6) жүйенің 

Nty ),(  облысындағы оқшауланған түбірі. 

(C4) H  облысында (2.6) жүйеге сәйкес   бойынша туындысы теріс 

анықталған, ал өзі оң анықталған ),,( yxV  функциясы бар болсын. 

Келесі түйіндес есепті қарастырайық: 

 

 0),0,,( 0 = 



yF

d

d
 (2.7) 

 .)0( 0z=  (2.8) 
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Жалпы жағдайда 0z  бастапқы мәні )0,( 0y  тыныштық нүктеден алыс 

жатуы мүмкін. Бұл жағдайда (2.7) және (2.8) есептің )(  шешімі →  

кезінде )0,( 0y  тыныштық нүктесіне ұмтылмайды. 

Айталық, (2.7) және (2.8) есептің )(  шешімі келесі шартты 

қанағаттандырсын: 

(C5) →  кезінде )0,()( 0y →  ұмтылсын және ( )0,),( 0y  0  

болғанда H  облысына тиісті болсын. 

Бұл жағдайда, 0z  бастапқы мәні )0,( 0y =  тыныштық нүктесінің 

тартылыс аймағында жатады. Осы нүктенің асимптотикалық орнықтылығына 

байланысты, оған жақын барлық нүктелер оның тартылыс аймағында жатады. 

Сонымен қатар, кіші параметр   нөлге ұмтылғанда импульстік функцияның 

шексіздікке кетуін болдырмау үшін төмендегідей шарт қойылады: 

 

(C6) ,0
)),,(),,((

lim
)0,~,(),,(

=
→ 





iii

yyz

yzI
 

 

мұндағы y~ -әрбір ,,...,2,1, pit i ==  импульс моментіндегі )(~
iy   шешімінің 

мәні. 

 

2.2 Шешімнің асимптотикалық жіктелуін құру алгоритмі 
 

Сонымен (2.1)-(2.2) есеп шешімінің ),(),,(  tytz  асимптотикалық жіктелуі 

келесі түрде ізделінеді: 
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 (2.9) 
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

 (2.10) 

 

Жоғарыдағы (2.10) жіктелудің )()(
i

i
k   және )()(

i
i
k   коэффициенттерін 

шекаралық функциялар деп атайды және оларға төмендегідей қосымша шарт 

қойылады: 
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 .,...,2,1,0)(,0)( )()( pii
k

i
k ===   (2.11) 

 

Енді (2.9) қатарды (2.1) қойсақ, келесі теңдіктер алынады: 
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Соңғы теңдіктерді t  және i  аргументтері бойынша бөлсек, онда 
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 (2.13) 

 

теңдеулер жүйесі алынады. Енді JIfF ,,,  функцияларын  кіші параметрінің 

дәрежесі бойынша жіктейік, 
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мұндағы )(),( tFtF yz  және )(tF  матрицалары )0),(~),(~( 00 tytz  нүктесінде 

есептеледі, ал )(tFk  рекурентті түрде )(~ tz j  және ),(~ ty j kj   функциялары 

арқылы өрнектеледі. 
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ii FFF   

 

мұндағы )( izF   және )( iyF   матрицалары ( ),0),(~),()(~
0

)(
00 ii
i

i yz  +  pi ,...,2,1=  

нүктесінде есептеледі, ал )( izF   және )( iyF   матрицалары )0),(~),(~( 00 ii yz   

нүктесінде есептеледі, ),( ikG  ,,...,2,1 pi =  рекурентті түрде )()(
i

i
j   және 

kji
i
j − ),()(

1   функциялары арқылы өрнектеледі. ),( yzf  үшінде осындай 

жіктелу орындалады. 
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мұндағы )(tf z  және )(tf y  матрицалары ))(~),(~( 00 tytz  нүктесінде есептеледі, ал 

)(tfk  рекурентті түрде )(~ tz j  және ),(~ ty j kj   функциялары арқылы 

өрнектеледі. 
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i yz  +  pi ,...,2,1=  

нүктесінде есептеледі, ал )( izf   және )( iyf   матрицалары ))(~),(~( 00 ii yz   

нүктесінде есептеледі, ),( ikG  ,,...,2,1 pi =  рекурентті түрде )()(
i

i
j   және 

kji
i
j − ),()(

1   функциялары арқылы өрнектеледі. Тура осылай келесі теңдіктер 

алынады: 
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нүктесінде есептеледі, ал )( iikI   рекурентті түрде )(~
ijz   және kjy ij ),(~   

функциялары арқылы өрнектеледі. )),(),,((  iii yzJ  үшінде осындай жіктелу 
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Енді (2.10) жіктелуді (2.2) бастапқы шартқа қойсақ, онда 
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Алдымен ],0[ 1t  кесіндісін қарастырайық. Енді 
0  алдындағы 

коэффициенттері )(~
0 tz  және )(~

0 ty  жуықтауларын табу үшін, келесі есеп 

алынады: 
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(C2) және (C3) шарттарының күшімен және соңғы есептен 

)(~)(~),(~)(~
00 tytytztz ==  табылады. Енді (2.15) ескерсек, онда (2.16) теңдеу 

төмендегі түрге келеді: 
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табылады. Жоғарыдағы ( )000 exp)(  − cf  бағалауына ие болғандықтан, 
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бағалауы орынды. 



 

54 

 

Ал k  алдындағы )(~ tzk  және )(~ tyk  коэффициенттерін табу үшін келесі 

есептер алынады: 
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теңдеуін шешу үшін (2.11) шартын қолдансақ, 
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функциясын табамыз. 

Жоғарыдағы )( 0Fk  және )( 0fk  функциялары (2.22) түрдегі 

экспоненциалды бағалауға ие. Демек келесі теңсіздіктер орынды: 
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Соңғы есептен (C2) және (C3) шарттарын ескерсек, алдымен ),(~)(~
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 (2.23) 

 

Енді (2.23) формуладағы бірінші теңдеуді (2.19)-ге қойсақ, онда 
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шығады. Осыдан кейін (2.23) формуладағы екінші теңдеуді (2.21) формулаға 

қойсақ,  
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алынады. Жоғарыдағы (C5) шартының күшімен, )()(
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i   функциясы төмендегі 

экпоненциалды бағалауға ие: 
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Ол үшін (2.11) шартты қолдансақ, 
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функцясы анықталады. 

Жоғарыдағы ( )ii cf  − exp)(0  теңсіздігін қанағаттандыратындықтан, 

келесі бағалау орынды: 

 

( ) .,...,2,1,exp)()(
0 pic ii
i =−   

 

Келесі қадамда k  дәрежесінің алдындағы )(~ tzk  және )(~ tyk  

коэффициенттерін анықтайтын төмендегі жүйелер алынады: 
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Содан кейін ,,...,2,1),()( pii
i
k =  функциясын табу үшін келесі есеп 
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Жоғарыдағы (2.15) және (2.17) теңдеулерінің екі жағын дифференциалдасақ, 
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теңдеулер жүйесін аламыз. Енді (2.26) формуладағы бірінші теңдеуді (2.19) 

формулаға қойсақ, 
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Бұдан, 
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Онда квадрат жақшаны өрнектесек,  
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Тура осылай (2.26) формуладағы екінші теңдеуді (2.21) теңдікке қойсақ, 
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Квадрат жақшаның ішіндегі өрнекті (2.27) формуламен алмастырсақ, 

)0()(i
k  бастапқы мәнін келесі түрде жазуға болады 
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Соңында 
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)()( pifQff ikiki
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kizi

i
k ==++= −   

 

теңдеуін шешу үшін (2.11) шартты қолданып, 

 

,)()0(
0

)( dssfk
i
k 



=  

 

бастапқы шартын табамыз. Ал осы шарт арқылы 

 

.)()()( dssf
i

ki
i
k 



=


  

функциясы табылады. 

Жоғарыдағы )( ikF   және )( ik f   функциялары (2.25) түрдегі 

асимптотикалық бағалауға ие. Сондықтан келесі теңсіздіктер орындалатынын 

дәлелдеуге болады: 

 

 
( )

( ) .,...,2,1,exp)(

,,...,2,1,exp)(

)(

)(

pic

pic

ii
i
k

ii
i
k

=−

=−




 (2.28) 

 

Нәтижесінде жоғарыда көрсетілген алгоритмді қолданып, (2.10) 

асимптотикалық жіктелудің кез келген nk =  номеріне дейінгі мүшелерін табуға 

болады. 

 

2.3 Шешімнің асимптотикасының негіздемесі.  
 

Бұл бөлімде, бір қабатты және көп қабатты сингулярлық жағдайларын 

сипаттайтын Теорема 2.1 және Теорема 2.2 дәлелденеді. Алдымен 0=t  

нүктесінің маңында пайда болатын бір қабатты сингулярлық, кейін 0=t  және 

,,...,2,1, pit i ==  нүктелерінің маңында пайда болатын көп қабатты 

сингулярлық құбылыстары қарастырылады. Сонымен қатар, (2.9) қатардың 
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дербес қосындысы (2.1), (2.2) есебі шешімінің бірқалыпты асимптотикалық 

жуық шешімі екені дәлелденеді.  

 

2.3 Бір қабатты сингулярлық құбылысының асимптотикасы 
 

Бұл бөлімде, 0=t  нүктесінің маңында шешімнің бірқалыпты жинақты 

болмайтын жағдай қарастырылады. Себебі барлық 0  үшін 
0),0( zz =  және 

0z . Бірқалыпты жинақты болмайтын интервалды шекаралық қабат деп 

атайды.  

Жоғарыдағы (C6) шартының күшімен (2.14) формуладан келесі теңдік 

орынды екені шығады: 

 

.,...,2,1,0)0),(~),(~(
~

001 piyzI iii ==  

 

Онда (2.18) формуладағы бірінші теңдеу келесі түрге келеді: 

 

.,...,2,1,|~)0( 0
)(

0 piz
it

i =−= =  

 

Соңғы теңдікті (2.9) жіктелуге қойсақ, 

 

.,...,2,1),()(~)()0()(~),( 0
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00 piOzOzz i
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ii =+=+++=+   

 

Бұл жерден 0t  болғанда )(),(  Otz =− , яғни бірқалыпты жинақты 

болмайтын облыс қалыңдығы )(O  ге тең. Онда   жеткілікті кіші мәнін таңдай 

отырып, )(O  нөлге ұмтылдыруға болады. Бұл (2.1), (2.2) есебінің ),( tz  

шешімінің  -нің жеткілікті кіші мәнінде ,,...,2,1, pit i ==  нүктелерінің 

маңайында шекаралық қабатты құбылысы болмайтынын көрсетеді. 

Теорема 2.1 Айталық (C1)−(C5) және (C6) шарттары орындалсын. Онда кез 

келген ],0( 0   үшін оң тұрақтылар 0  және c табылып, (2.1), (2.2) есебінің 

),(),,(  tytz  шешімі [0,T] кесіндісінде бар, жалғыз болады және төмендегі 

теңсіздікті қанағаттандырады: 
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 (2.29) 

 

мұндағы 
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Дәлелдеуі. Бастапқы берілген (2.1) және (2.2) есеп шешімдері 

),(),(),(  tZtutz n+=  және ),(),(),(  tYtty n+=  арқылы алмастырылады, 

онда  
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 (2.30) 

 

теңдеулер жүйесі 

 

 ,0),0(,0),0( == u  (2.31) 

 

бастапқы шартымен алынады, мұндағы zyz fFF ,,  and yf  матрицалары 

( ),0),(~),()(~
0
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00 ii
i

i yz  +  pi ,...,2,1=  нүктесінде есептеледі, 
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),,,(  tuG функциясы келесі екі қасиетке ие: 

 

1) ).(),,0,0(),(),,0,0( 1
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1
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++ == nn OtGOtG   

 

2) Егер ,, 11  ссu ii   ,2,1=i  орындалса, онда 00    аралығында 

төмендегі теңсіздік орындалатындай 2с  және 0  сандары табылады: 

 

( ) .2,1,),,,(),,,( 121222211 =−+−− iuuсtuGtuG ii   
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Енді 1) қасиетті ],( 1+ iit   аралығында дәлелдейік: 
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мұндағы pity i
i
k

i
k ,...,2,1),(),(~ )()( =  функциялары жоғарыда көрсетілген 

алгоритм арқылы табылады. Ал ,2,1, =jG j  функцияларының 2) қасиеті орта 

мән туралы теоремадан шығады. Шыныменде, 
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Онда ),,( yzF  және ),( yzf  функцияларының бірінші туындыларының 

үзіліссіздігінен 2) қасиеттің орынды екені шығады. Тура осылай, 

,2,1),,,,( 11 =iuQ ii   функцияларыда келесі екі қасиетке ие: 
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2∗) Егер ,, 11  ссu ii   ,2,1=i  орындалса, онда 00    аралығында 

төмендегі теңсіздік орындалатындай 2с  және 0  сандары табылады: 
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Жоғарыдағы ),,,( 111  iuQ  үшін 1∗) қасиеттің орынды екені келесі теңдіктен 

шығады: 
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Алғашқы екі қосынды 0→  ұмтылғанда, (2.28) бағалаудың және орта мән 

туралы теореманың әсерінен экпоненциалды кемиді. Ал үшінші қосынды 

)( 1+nO   түрінде бағаланады. Келесі 2∗) қасиет жоғарыдағы 2) қасиетке ұқсас 

дәлелденеді. Енді, (2.30)-(2.31) импульсті жүйені эквивалентті интегралдық 

теңдеулермен алмастырайық, 
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мұндағы ),,( itU  және ),,( itV  төмендегі жүйенің фундаменталды 

матрицасы: 
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Бұл жүйедегі ),,( stU  функциясы үшін 
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бағалауы орындалады. 

Енді (2.33) теңдеу арқылы анықталған ),(  t  функциясын (2.32) өрнегіне 

қойсақ, онда 
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мұндағы ),,( stK  шенелген өзек, ал ),,,(1  tuW  операторы ),,,(  tuG  

функциясы сияқты екі қасиетті қанағаттандырады. Соңғы теңдеуді эквивалентті 

теңдеумен алмастырсақ, 
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мұндағы −),,( stR ),,( stK  өзегінің резольвентасы. Енді ),( tu  функциясын 

өрнектейтін (2.34) формуланы (2.33) теңдеуге қойсақ, онда 
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мұндағы ),,,(1  tuT  және ),,,(2  tuT  операторлары ),,,(  suG  функциясы 

қанағаттандыратын екі қасиетке ие. Келесі қадамда (2.34), (2.35) теңдеулерге 

біртіндеп жуықтау әдісін қолдансақ, онда (2.1), (2.2) есептің жалғыз шешімі бар 

екені және келесі бағалауды қанағаттандыратыны шығады 
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Нәтижеде теорема дәлелденді. 

 

2.4 Көп қабатты сингулярлық құбылысының асимптотикасы 
 

Алдыңғы бөлімде, бір қабатты сингулярлық жағдай қарастырылды. Ал осы 

бөлімде көпқабатты сингулярлық құбылысы қарастырылады. Импульсті 

функцияға байланысты жинақтылық кейбір нүктелерде бірқалыпты болмауы 

мүмкін. Міне осы жағдайды көпқабатты сингулярлық деп атайды. Ол қабаттар 

біздің жағдайымызда 0=t  және pit i ,...,2,1, ==  нүктелерінің маңайында 

кездеседі. 

Көпқабатты сингулярлық құбылысын алу үшін (2.1), (2.2)  есепті (C1)-(C5) 

шарттарымен және келесі қосымша шартпен қарастырады: 

 

(C7) ,0
)),,(),,((

lim
)0,~,(),,(

=
→

i
iii

yyz
I

yzI






 және ,,...,2,1,)),(~( 0 piIy iii =+

шамалары −)),(~( 0 tty дің тартылыс аймағында жатады. 

 

Онда (2.14) теңдікке (C7) шартын қолдансақ, төмендегі теңдік орынды: 

 

.,...,2,1,0)0),(~),(~(
~

001 piIyzI iiii ==  

 

Сондықтан, (2.18) формуладағы бірінші теңдеу келесі түрде жазылады: 

 

.,...,2,1,|~)0( 0
)(

0 pizI
iti

i =−= =  

 

Соңғы өрнекті (2.9) асимптотикалық жіктелуге қойсақ, 
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.,...,2,1),()(~)()0()(~),( 0
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00 piOIzOzz ii
i

ii =++=+++=+   

 

теңдігі алынады. (C7) шартының әсерінен, әрбір импульс моментінде 0→  

болғанда, )(),(  OIz ii +=−+  айырымы нөлге ұмтылмайды. Сондықтан 

жинақтылық бірқалыпты емес. Онда (2.1) жүйенің (2.2) бастапқы шартымен 

),( tz  шешімі 0=t  and pit i ,...,2,1, ==  нүктелерінің маңында шекаралық 

қабатқа ие.  

Теорема 2.2 Айталық (C1)−(C5) және (C7) шарттары орындалсын. Онда кез 

келген ],0( 0   үшін оң тұрақтылар 0  және c табылып, (2.1), (2.2) есебінің 

),(),,(  tytz  шешімі [0,T] кесіндісінде бар, жалғыз болады және төмендегі 

теңсіздікті қанағаттандырады: 
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Дәлелдеуі. Бастапқы берілген (2.1) және (2.2) есеп шешімдері 

),(),(),(  tZtutz n+=  және ),(),(),(  tYtty n+=  арқылы алмастырылады, 

онда  
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 (2.36) 

 

теңдеулер жүйесі  

 ,0),0(,0),0( == u  (2.37) 

 

бастапқы шартымен алынады, мұндағы zyz fFF ,,  and yf  матрицалары 

( ),0),(~),()(~
0

)(
00 ii
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i yz  +  pi ,...,2,1=  нүктесінде есептеледі, 
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),,,(  tuG функциясы келесі екі қасиетке ие: 
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++ == nn OtGOtG   

 

2) Егер ,, 11  ссu ii   ,2,1=i  орындалса, онда 00    аралығында 

төмендегі теңсіздік орындалатындай 2с  және 0  сандары табылады: 
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Енді 1) қасиетті ],( 1+ iit   аралығында дәлелдейік: 
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мұндағы .,...,2,1),(),(~ )()( pity i
i
k

i
k =  функциялары жоғарыда көрсетілген 

алгоритм арқылы табылады. Ал ,2,1, =jG j  функцияларының 2) қасиеті орта 

мән туралы теоремадан шығады. Шыныменде, 
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мұндағы ,)1()(,)1()( 2121  sssussusu −+=−+=   

 

),0,,(),)(,)((),),(),(( 00 YZFYsZsuFtssuG znnziu −++=    
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Онда ),,( yzF  және ),( yzf  функцияларының бірінші туындыларының 

үзіліссіздігінен 2) қасиеттің орынды екені шығады. Тура осылай, 

,2,1),,,,( 11 =iuQ ii   функцияларыда келесі екі қасиетке ие: 
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2∗) Егер ,, 11  ссu ii   ,2,1=i  орындалса, онда 00    аралығында 

төмендегі теңсіздік орындалатындай 2с  және 0  сандары табылады: 
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Жоғарыдағы ),,,( 111  iuQ  үшін 1∗) қасиеттің орынды екені келесі теңдіктен 
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Алғашқы екі қосынды 0→  ұмтылғанда, (2.28) бағалаудың және орта мән 

туралы теореманың әсерінен экпоненциалды кемиді. Ал үшінші қосынды 

)( 1+nO   түрінде бағаланады. Келесі 2∗) қасиет жоғарыдағы 2) қасиетке ұқсас 

дәлелденеді. Енді, (2.36)-(2.37) импульсті жүйені эквивалентті интегралдық 

теңдеулермен алмастырайық, 
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мұндағы ),,( itU  және ),,( itV  төмендегі жүйенің фундаменталды 

матрицасы: 
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Бұл жүйедегі ),,( stU  функциясы үшін 
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бағалауы орындалады. 

Енді (2.39) теңдеу арқылы анықталған ),(  t  функциясын (2.38) өрнегіне 

қойсақ, онда 
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мұндағы ),,( stK  шенелген өзек, ал ),,,(1  tuW  операторы ),,,(  tuG  

функциясы сияқты екі қасиетті қанағаттандырады. Соңғы теңдеуді эквивалентті 

теңдеумен алмастырсақ, 
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мұндағы −),,( stR ),,( stK  өзегінің резольвентасы. Енді ),( tu  функциясын 

өрнектейтін (2.40) формуланы (2.39) теңдеуге қойсақ, онда 
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мұндағы ),,,(1  tuT  және ),,,(2  tuT  операторлары ),,,(  suG  функциясы 

қанағаттандыратын екі қасиетке ие. Келесі қадамда (2.40), (2.41) теңдеулерге 

біртіндеп жуықтау әдісін қолдансақ, онда (2.1), (2.2) есептің жалғыз шешімі бар 

екені және келесі бағалауды қанағаттандыратыны шығады 
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Нәтижеде теорема дәлелденді. 

 

2.5 Мысал 1 
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 (2.42) 

 

синулярлы ауытқыған импульстік жүйені  

 

 ,5),0(,4),0(,3),0( 21 −===  yyz  (2.43) 
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бастапқы шарттарымен қарастырайық, мұндағы .14,...,2,1,3/ == iii  Айталық 

берілген есеп үшін 0=  болсын. Онда (2.42) жүйенің бірінші жолы 
0~2,0)~2(~ =−=− zzz  болады. Осы алгебралық теңдеуден түбір тауып, 2~ ==z  

орнықтылық шартын тексерейік, онда 
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Сондықтан, 2~ =z  түбірі бірқалыпты асимптотикалық орнықты. Енді 2~ =z  

(2.42) жүйеге қойсақ, 
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есебін аламыз. Бұл есептің жалғыз )(~ ty  шешімі бар. Келесі, (C6) шартын 

тексерейік: 
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Олай болса, (2.42) жүйенің (2.43) бастапқы шартымен ),( tz  шешімі 0=t  

нүктесінің маңайында шекаралық қабатқа ие. Сурет 4 кескіннің нәтижесінен 

бірқабытты сингулярлық құбылысы айқын көрінеді. Ал Сурет 5 нәтижесінен 

(2.42) жүйенің )5,4,3( −  бастапқы шарттармен ),( tz  шешімі 0→  болғанда 

2=z  ұмтылатыны көрінеді. 
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СУРЕТ 4. Қызыл және көк сызықтар сәйкесінше кіші параметрдің ,005.0,05.0:  мәндерінде, 

(2.42) жүйенің 4),0(,3),0( 1 ==  yz  және 5),0(2 −=y  бастапқы шарттармен шешімдерінің 

графиктері болып табылады. Ал жасыл сызықтар (2.44) ауытқымаған есеп шешімін 

бейнелейді. 

 
 
СУРЕТ 5. Қызыл және көк сызықтар сәйкесінше кіші параметрдің ,005.0,05.0:  

мәндерінде, (2.43) жүйенің )5,4,3( −  бастапқы шарттармен шешімдерінің графиктерін 

бейнелейді. Ал жасыл сызықтар (2.44) ауытқымаған есеп шешімін бейнелейді. 
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2.6 Мысал 2 
 

Енді, келесі 
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сингулярлы ауытқыған импульсті жүйені 

 

 ,3),0(,2),0( ==  yz  (2.46) 

 

бастапқы шарттармен қарастырайық, мұндағы .14,...,2,1,3/ == iii  Егер (2.45) 

жүйеден 0=  алсақ, онда бірінші жол 0~~ 3 =− zz  және 0)1~( 2 =−z  түрінде 

жазылады. Соңғы өрнектен 1~ ==z  түбірі табылады. Осы 1=  түбірі 

бірқалыпты асимптотикалық орнықты, себебі  
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Енді 1~ =z  шешімін (2.45) формуланың екінші теңдеуіне қойсақ, келесідей 

есеп алынады: 
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Соңғы есептен  
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шешімі табылады.  

Сонымен қатар, (C7) шартының орындалатынын келесідей тексеруге 

болады: 
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Олай болса, (2.45) жүйенің (2.46) бастапқы шартымен ),( tz  шешімі 0=t  

және .14,...,2,1, =+= it i  нүктелерінің маңайында шекаралық қабатқа ие. Яғни 
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көпқабатты сингулярлық құбылысы байқалады. Сурет 6 кескіннің нәтижесінен 

көп қабатты сингулярлық құбылысы айқын көрінеді. Сурет 7 кескіннің 

нәтижесінен (2.45) жүйенің )3,2(  бастапқы шарттармен ),( tz  шешімі 0→  

болғанда 1=z  ұмтылатыны көрінеді. 

 

 
СУРЕТ 6. Қызыл, көк және жасыл сызықтар сәйкесінше кіші параметрдің ,005.0,05.0:  

мәндерінде, (2.45) жүйенің (2,3) бастапқы шарттармен шешімдерінің графиктерін 

бейнелейді. Ал жасыл сызықтар (2.47) ауытқымаған есеп шешімін бейнелейді. 
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СУРЕТ 7. Қызыл, көк және жасыл сызықтар сәйкесінше кіші параметрдің ,005.0,05.0:  

мәндерінде, (2.44) жүйенің )3,2(  бастапқы шарттармен шешімдерінің графиктерін 

бейнелейді. Ал жасыл сызықтар (2.47) ауытқымаған есеп шешімін бейнелейді. 
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ҚОРЫТЫНДЫ 

 

Қарастырылып отырған диссертациялық жұмыстағы кiрiспеде зерттеу 

тақырыбының өзектiлiгi мен ғылыми жаңалығы, зерттеу әдiстерi, теориялық 

және практикалық құндылығы түсіндірілді, сонымен қатар, диссертациялық 

жұмыстың қысқаша мазмұны берiлдi. Ал негізгі бөлімде сингулярлы ауытқыған 

импульсті дифференциалдық теңдеулер үшін бастапқы есептер қарастырылды.  

Алынған нәтижелер: 

-Сингулярлы ауытқыған коэффициенттері тұрақты сызықты импульсті 

дифференциалдық теңдеулер үшін бастапқы есептің асимптотикалық жіктелуі 

құрылды; 

-Сингулярлы ауытқыған коэффициенттері айнымалы сызықты импульсті 

дифференциалдық теңдеулер үшін бастапқы есептің асимптотикалық жіктелуі 

құрылды; 

-Сингулярлы ауытқыған сызықты емес импульсті дифференциалдық 

теңдеулер үшін бастапқы есептің асимптотикалық жіктелуі құрылды; 

-Сингулярлы аутқыған импульсті дифференциалдық теңдеулердің 

асимптотикалық жуықтауының мүшелерін анықтайтын алгоритм құрылды; 

-Импульсті функцияға қойылған шартқа байланысты бірқабатты 

сингулярлық және көпқабатты сингулярлық құбылыстар анықталды; 

-Шешімнің асимптотикасының негіздемесі көрсетілді; 

-Моделдеу арқылы сандық мысалдар келтірілді. 

Диссертациялық жұмысты орындау барысында алынған нәтижелердің 

теориялық маңызы бар және [78-89] жұмыстарда жарияланды. 
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