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1. Ақырлы айырымдар жуықтаулары.

2. Орталық айырымдар жуықтаулары.

3. Орталық емес ақырлы айырымдар жуықтаулары.

4. Ақырлы айырымдар жуықтауындағы қателіктер.



Мақсаты

Дифференциалдау амалын сандық түрде шешу 

және есептеу формулаларын қорыту.



Ақырлы айырымдар жуықтаулары

𝑓(𝑥) функциясын Тейлор қатарына жіктелуі.

𝑓 𝑥 + ℎ = 𝑓 𝑥 + ℎ𝑓′ 𝑥 +
ℎ2

2!
𝑓′′ 𝑥 +

ℎ3

3!
𝑓′′′ 𝑥 +

ℎ4

4!
𝑓 4 𝑥 + ⋯ 𝑎

𝑓 𝑥 − ℎ = 𝑓 𝑥 − ℎ𝑓′ 𝑥 +
ℎ2

2!
𝑓′′ 𝑥 −

ℎ3

3!
𝑓′′′ 𝑥 +

ℎ4

4!
𝑓 4 𝑥 + ⋯ 𝑏

𝑓 𝑥 + 2ℎ = 𝑓 𝑥 + 2ℎ𝑓′ 𝑥 +
2ℎ 2

2!
𝑓′′ 𝑥 +

2ℎ 3

3!
𝑓′′′ 𝑥 +

2ℎ 4

4!
𝑓 4 𝑥 + ⋯ 𝑐

𝑓 𝑥 − 2ℎ = 𝑓 𝑥 − 2ℎ𝑓′ 𝑥 +
2ℎ 2

2!
𝑓′′ 𝑥 −

2ℎ 3

3!
𝑓′′′ 𝑥 +

2ℎ 4

4!
𝑓 4 𝑥 + ⋯ 𝑑

𝒇 𝒙 + 𝒉 + 𝒇 𝒙 − 𝒉 = 𝟐𝒇 𝒙 + 𝒉𝟐𝒇′′ 𝒙 +
𝒉𝟒

𝟏𝟐
𝒇 𝟒 𝒙 +⋯ 𝒆

𝒇 𝒙 + 𝒉 − 𝒇 𝒙 − 𝒉 = 𝟐𝒉𝒇′ 𝒙 +
𝒉𝟑

𝟑
𝒇′′′ 𝒙 +⋯ 𝒇

𝒇 𝒙 + 𝟐𝒉 + 𝒇 𝒙 − 𝟐𝒉 = 𝟐𝒇 𝒙 + 𝟒𝒉𝟐𝒇′′ 𝒙 +
𝟒𝒉𝟒

𝟑
𝒇 𝟒 𝒙 +⋯ 𝒈

𝒇 𝒙 + 𝟐𝒉 − 𝒇 𝒙 − 𝟐𝒉 = 𝟒𝒉𝒇′ 𝒙 +
𝟖𝒉𝟑

𝟑
𝒇′′′ 𝒙 +⋯ 𝒉



Бірінші орталық айырымдар жуықтаулары

𝑓′ 𝑥 =
𝑓 𝑥 + ℎ − 𝑓 𝑥 − ℎ

2ℎ
+ 𝒪 ℎ2 𝟏

𝑓′′ 𝑥 =
𝑓 𝑥 + ℎ − 2𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 − ℎ

ℎ2
+ 𝒪 ℎ2 𝟐

𝑓′′′ 𝑥 =
𝑓 𝑥 + 2ℎ − 2𝑓 𝑥 + ℎ + 2𝑓 𝑥 − ℎ − 𝑓 𝑥 − 2ℎ

2ℎ3
+ 𝒪 ℎ2 𝟑

𝑓 4 𝑥 =
𝑓 𝑥 + 2ℎ − 4𝑓 𝑥 + ℎ + 6𝑓 𝑥 − 4𝑓 𝑥 − ℎ + 𝑓 𝑥 − 2ℎ

ℎ4
+ 𝒪 ℎ2 𝟒

𝑓 𝑥 − 2ℎ 𝑓 𝑥 − ℎ 𝑓 𝑥 𝑓 𝑥 + ℎ 𝑓 𝑥 + 2ℎ

2ℎ𝑓′ 𝑥 -1 0 1

ℎ2𝑓′′ 𝑥 1 -2 1

2ℎ3𝑓′′′ 𝑥 -1 2 0 -2 1

ℎ4𝑓 4 𝑥 1 -4 6 -4 1

1-кесте. 𝒪 ℎ2 орталық ақырлы айырымдар жуықтауының коэффициенттері



Бірінші орталық емес ақырлы айырымдар жуықтаулары

Оң жақ айырымдар Сол жақ айырымдар

𝑓′ 𝑥 =
𝑓 𝑥 + ℎ − 𝑓 𝑥

ℎ
+ 𝒪 ℎ 𝟓 𝑓′ 𝑥 =

𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥 − ℎ

ℎ
+ 𝒪 ℎ 𝟔

𝑓′′ 𝑥 =
𝑓 𝑥 + 2ℎ − 2𝑓 𝑥 + ℎ + 𝑓 𝑥

ℎ2
+ 𝒪 ℎ 𝟕 𝑓′′ 𝑥 =

𝑓 𝑥 − 2𝑓 𝑥 − ℎ + 𝑓 𝑥 − 2ℎ

ℎ2
+ 𝒪 ℎ 𝟖

𝑓 𝑥 𝑓 𝑥 + ℎ 𝑓 𝑥 + 2ℎ 𝑓 𝑥 + 3ℎ 𝑓 𝑥 + 4ℎ

ℎ𝑓′ 𝑥 -1 1

ℎ2𝑓′′ 𝑥 1 -2 1

ℎ3𝑓′′′ 𝑥 -1 3 -3 1

ℎ4𝑓 4 𝑥 1 -4 6 -4 1

2a-кесте. 𝒪 ℎ оң жақ ақырлы айырымдар жуықтауының коэффициенттері

𝑓 𝑥 − 4ℎ 𝑓 𝑥 − 3ℎ 𝑓 𝑥 − 2ℎ 𝑓 𝑥 − ℎ 𝑓 𝑥

ℎ𝑓′ 𝑥 -1 1

ℎ2𝑓′′ 𝑥 1 -2 1

ℎ3𝑓′′′ 𝑥 -1 3 -3 1

ℎ4𝑓 4 𝑥 1 -4 6 -4 1

2b-кесте. 𝒪 ℎ сол жақ ақырлы айырымдар жуықтауының коэффициенттері



Екінші орталық емес ақырлы айырымдар жуықтаулары

𝑓 𝑥 + 2ℎ − 4𝑓 𝑥 + ℎ = −3𝑓 𝑥 − 2ℎ𝑓′ 𝑥 +
2ℎ3

3
𝑓′′′ 𝑥 +

ℎ4

2
𝑓 4 𝑥 + ⋯

𝑓′ 𝑥 =
−𝑓 𝑥 + 2ℎ + 4𝑓 𝑥 + ℎ − 3𝑓 𝑥

2ℎ
+ 𝒪 ℎ2 𝟖

𝑓 𝑥 𝑓 𝑥 + ℎ 𝑓 𝑥 + 2ℎ 𝑓 𝑥 + 3ℎ 𝑓 𝑥 + 4ℎ 𝑓 𝑥 + 5ℎ

2ℎ𝑓′ 𝑥 -3 4 -1

ℎ2𝑓′′ 𝑥 2 -5 4 -1

2ℎ3𝑓′′′ 𝑥 -5 18 -24 14 -3

ℎ4𝑓 4 𝑥 3 -14 26 -24 11 -2

3a-кесте. 𝒪 ℎ2 оң жақ ақырлы айырымдар жуықтауының коэффициенттері

𝑓 𝑥 − 5ℎ 𝑓 𝑥 − 4ℎ 𝑓 𝑥 − 3ℎ 𝑓 𝑥 − 2ℎ 𝑓 𝑥 − ℎ 𝑓 𝑥

2ℎ𝑓′ 𝑥 1 -4 3

ℎ2𝑓′′ 𝑥 -1 4 -5 2

2ℎ3𝑓′′′ 𝑥 3 -14 24 -18 5

ℎ4𝑓 4 𝑥 -2 11 -24 26 -14 3

3b-кесте. 𝒪 ℎ2 сол жақ ақырлы айырымдар жуықтауының коэффициенттері



Ақырлы айырымдар жуықтауындағы қателіктер

ℎ Алты таңбалы дәлдік Сегіз таңбалы дәлдік

0.64 0.380 160 0.380 609 11

0.32 0.371 035 0.371 029 39

0.16 0.371 711 0.368 664 84

0.08 0.368 281 0.368 076 56

0.04 0.368 75 0.367 831 25

0.02 0.37 0.3679

0.01 0.38 0.3679

0.005 0.40 0.3676

4-кесте. 𝑒−𝑥 ′′-ты 𝑥 = 1 кезінде орталық 

ақырлы айырымдар жуықтауы 𝒆−𝟏 = 𝟎. 𝟑𝟔𝟕 𝟖𝟕𝟗 𝟒𝟒



Ричардсон экстраполяциясы

𝐺 = 𝑔 ℎ1 + 𝑐ℎ1
𝑝

𝑖 𝐺 = 𝑔(ℎ2) + 𝑐ℎ2
𝑝

𝑗

𝐺 =
Τℎ1 ℎ2

𝑝𝑔 ℎ2 − 𝑔 ℎ1
Τℎ1 ℎ2

𝑝 − 1
𝟗 ℎ2 = Τℎ1 2 𝐺 =

2𝑝𝑔 Τℎ1 2 − 𝑔 ℎ1
2𝑝 − 1

𝟏𝟎

4-кесте мәлімет бойынша

жуықтау қателік

𝑔 0.64 = 0.380 610 𝑔 0.32 = 0.371 035

𝐺 =
22𝑔 0.32 − 𝑔 0.64

22 − 1
=
4 0.371 035 − 0.380 610

3
= 0.367 843

𝒪 ℎ4 қателігімен 𝑒−𝑥 ′′-ты жуықтауы



Есепті шығару үлгісі

Біркелкі орналасқан деректер нүктелері
𝑥 0 0.1 0.2 0.3 0.4

𝑓 𝑥 0.0000 0.0819 0.1341 0.1646 0.1797

𝑥 = 0 және 0.2 кезінде 𝑓′ 𝑥 және 𝑓′′ 𝑥 мәндерін 𝒪 ℎ2 ақырлы айырымдар жуықтауы арқылы есептеңіз.

Шешуі. 3а-кестедегі оң жақ айырымдар кестесінен

𝑓′ 0 =
−3𝑓 0 + 4𝑓 0.1 − 𝑓 0.2

2 0.1
= 𝟎. 𝟗𝟔𝟕

𝑓′′ 0 =
2𝑓 0 − 5𝑓 0.1 + 4𝑓 0.2 − 𝑓 0.3

0.1 2
= −𝟑. 𝟕𝟕

1-кестедегі орталық айырымдар жуықтауы

𝑓′ 0.2 =
−𝑓 0.1 + 𝑓 0.3

2 0.1
= 𝟎. 𝟒𝟏𝟑𝟓

𝑓′′ 0.2 =
𝑓 0.1 − 2𝑓 0.2 + 𝑓 0.3

0.1 2 = −𝟐. 𝟏𝟕



Қорытынды

1. Ақырлы айырымдар жуықтау формулалары.

2. Орталық айырымдар жуықтаулары.

3. Орталық емес ақырлы айырымдар сұлбалары. 

4. Ақырлы айырымдар жуықтауындағы қателік.
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